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Introduction ge´ne´rale
En 1924, Satyendra Nath Bose, jeune physicien bengali envoie un projet d’article a` Al-
bert Einstein. Dans cet article il montre que les photons ne se comportent pas de manie`re
statistiquement inde´pendante, mais qu’ils manifestent une certaine tendance au gre´ga-
risme. La pre´sence d’un photon dans un e´tat quantique donne´ augmente la probabilite´
de trouver un autre photon dans ce meˆme e´tat quantique. Apre`s avoir veille´ a` la publi-
cation de cet article, Einstein ge´ne´ralisa cette statistique, nomme´e de´sormais statistique
de Bose-Einstein, a` un gaz de particules mate´rielles [1], [2].
Il de´couvre ainsi la possibilite´ d’une e´trange transition de phase dans un gaz de Bose
ide´al (c’est-a`-dire sans interaction) : a` basse tempe´rature, les bosons s’accumulent dans
l’e´tat fondamental de la boˆıte confinant les particules. Ce phe´nome`ne, appele´ condensation
de Bose-Einstein se produit lorsque les fonctions d’onde des bosons sont suffisamment
e´tendues pour se recouvrir entre elles. A` tre`s basse tempe´rature, on obtient un objet
repre´sente´ par une seule fonction d’onde, caracte´rise´ par des proprie´te´s de cohe´rence.
La condensation de Bose-Einstein est une des rares manifestations macroscopiques de la
physique quantique. Depuis 1995, des condensats de Bose-Einstein sont re´alise´s dans les
laboratoires, dans des gaz d’atomes alcalins refroidis par laser (Rubidium [3], Sodium [4],
Lithium [5]).
A` basse tempe´rature, suivant la ge´ome´trie conside´re´e et la nature des interactions,
les gaz de Bose peuvent aussi connaˆıtre une transition superfluide. Ma the`se pre´sente
quelques re´sultats sur ces phe´nome`nes quantiques.
Au cours de ma the`se, re´alise´e entre septembre 2006 et septembre 2009 sous la di-
rection de Werner Krauth, au Laboratoire de Physique Statistique de l’Ecole Normale
Supe´rieure, nous nous sommes inte´resse´s au gaz de Bose a` basse tempe´rature, dans dif-
fe´rentes ge´ome´tries. Ce manuscrit pre´sente le travail re´alise´ durant mes trois anne´es de
the`se, en collaboration avec Werner Krauth et Markus Holzmann. Il est compose´ de deux
parties. La premie`re partie concerne des aspects mathe´matiques du gaz de Bose. Nous
avons e´tudie´ le lien entre la condensation de Bose-Einstein et le groupe des permuta-
tions, plus pre´cise´ment la distribution des longueurs des cycles dans les permutations. La
deuxie`me partie de ma the`se est plus concre`te, puisque nous nous sommes inte´resse´s au
gaz de Bose dans un pie`ge quasi-bidimensionnel, en lien avec l’actualite´ des expe´riences
dans ce domaine.
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La premie`re partie pre´sente notre e´tude des relations entre la condensation de Bose-
Einstein, l’apparition de cycles de longueur infinie dans les permutations, et la superflui-
dite´. Le groupe des permutations a une importance cruciale dans la description mathe´-
matique de la condensation de Bose-Einstein, car le vecteur d’e´tat d’un syste`me de N
bosons identiques est totalement syme´trique par rapport a` l’e´change de deux quelconques
de ces particules. Une permutation peut eˆtre factorise´e en un produit de cycles. La re-
pre´sentation en inte´grale de chemin de la fonction de partition bosonique fait apparaˆıtre
la structure en cycles des permutations. La condensation de Bose-Einstein est lie´e a` l’ap-
parition de cycles de longueur infinie dans les permutations. L’e´tude de la relation entre
la longueur des cycles et la condensation de Bose-Einstein pour des gaz de Bose sans in-
teraction fait l’objet de la premie`re partie de ma the`se. L’ide´e initiale e´tait de ge´ne´raliser
cette relation aux syste`mes en interaction, et de donner un the´ore`me sur l’e´quivalence
entre la condensation de Bose-Einstein et l’apparition de cycles de longueur infinie. Bien
que ce the´ore`me reste a` l’e´tat de conjecture pour les syste`mes en interaction, nous l’avons
de´montre´ de manie`re simple et explicite pour les gaz ide´aux. Graˆce a` ce travail, nous
avons acquis une vision claire du gaz de Bose ide´al, dans diffe´rentes ge´ome´tries.
Le travail de la premie`re partie a trouve´ une utilite´ pratique lorsque nous nous sommes
inte´resse´s aux expe´riences de bosons froids dans des pie`ges quasi-bidimensionnels. En effet
l’approche de ce syste`me en terme de longueurs de cycles nous a permis de comprendre
l’importance de la troisie`me dimension dans les nuages atomiques. Nous avons de´ve-
loppe´ un mode`le pour le gaz pie´ge´ quasi-bidimensionnel qui tient compte de l’excitation
thermique re´siduelle des atomes selon la direction de fort confinement du pie`ge. Les pre´-
dictions de ce mode`le, dans lequel nous prenons en compte les interactions par une the´orie
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Introduction
La condensation de Bose-Einstein est une manifestation macroscopique de la physique
quantique. Elle est une conse´quence de l’indiscernabilite´ des particules identiques, a` basse
tempe´rature. En effet, lorsque la longueur de de Broglie thermique associe´e a` chaque
particule est de l’ordre de la distance entre les particules, les fonctions d’onde se recouvrent
et on ne peut plus distinguer deux particules. Les effets de la statistique bosonique, qui
est caracte´rise´e par l’invariance de la fonction d’onde par permutation des bosons, sont
alors visibles.
Le formalisme de l’inte´grale de chemin a e´te´ introduit par Feynman. Pour des syste`mes
de bosons identiques, ce formalisme fait intervenir de manie`re explicite les permutations.
Il est alors possible de de´finir une mesure sur le groupe des permutations, a` partir de la
fonction de partition du gaz de Bose.
Cette mesure permet de de´finir l’espe´rance de certaines variables ale´atoires. Nous nous
sommes inte´resse´s en particulier a` la longueur moyenne des cycles dans les permutations.
La mesure de´pend de la tempe´rature du gaz auquel elle est associe´e. Ainsi, la longueur
moyenne des cycles dans les permutations de´pend de la tempe´rature du gaz. Il y a donc
une relation entre la condensation de Bose-Einstein, phe´nome`ne qui apparaˆıt a` basse
tempe´rature, et la longueur des cycles dans les permutations. L’e´tude de cette relation
fait l’objet de la premie`re partie de ma the`se.
Cette premie`re partie pre´sente d’abord le formalisme de l’inte´grale de chemin pour le
gaz de Bose, puis expose quelques re´sultats ge´ne´raux concernant les syste`mes de bosons
sans interaction et la statistique des longueurs de cycles dans les permutations. Apparaˆıt
ensuite la de´monstration d’un the´ore`me qui donne l’e´galite´, a` la limite thermodynamique,
de la fraction condense´e et du poids statistique des cycles de longueur infinie. Enfin,




Formulation en inte´grale de chemin du gaz de Bose
Apre`s avoir pre´sente´ le formalisme de l’inte´grale de chemin, qui permet d’associer
l’e´tude d’un gaz de Bose a` une mesure sur le groupe des permutations, ce chapitre ex-
plique pourquoi l’inte´grale de chemin apporte un e´clairage inte´ressant sur le gaz de Bose,
notamment pour comprendre le gaz en interaction. Enfin j’expose brie`vement les re´sultats
de ma the`se, de´taille´s dans la suite.
1.1 Gaz de Bose et groupe des permutations
La fonction de partition donne acce`s aux proprie´te´s thermodynamiques du syste`me.
Feynman a propose´ en 1953 un calcul de la fonction de partition d’un gaz de Bose sous
forme d’inte´grale de chemin [9]. Sa me´thode permet de calculer la fonction de partition
bosonique a` partir de la matrice densite´ pour des particules discernables.
1.1.1 Fonction de partition du gaz de Boltzmann
On appelle gaz de Boltzmann un gaz de particules identiques discernables. Elles
obe´issent a` la statistique de Boltzmann, c’est-a`-dire que le nombre d’occupation d’un
niveau d’e´nergie E est e−βE, ou` β de´signe l’inverse de la tempe´rature (β = 1/(kBT)).
L’ope´rateur densite´ ρˆ s’e´crit
ρˆ = e−βHˆ, (1.1)
ou` Hˆ de´signe le Hamiltonien du syste`me. L’ope´rateur densite´ donne acce`s a` la valeur
moyenne d’une observable quelconque O par la formule suivante :
〈O〉 = tr(Oˆρˆ)/tr(ρˆ),
ou` tr de´signe la trace. L’expression traditionnelle de la matrice densite´ ne´cessite d’avoir
diagonalise´ le Hamiltonien du syste`me, c’est-a`-dire de connaˆıtre son spectre d’e´nergies
propres En et les fonctions propres correspondantes ψn :
ρˆ = ∑
e´tats propres




ρ(X,X′, β) est un coefficient non diagonal de la matrice densite´, entre les configurations
X et X′. Une configuration est un vecteur a` N composantes de RD, ou` D est la dimension
de l’espace : X = (x1, ..., xN) avec xi ∈ RD.
En repre´sentation position, la matrice densite´ sous forme d’inte´grale de chemin s’e´crit
comme une somme, sur tous les chemins possibles allant d’une configuration a` une autre,
de la probabilite´ de la re´alisation de ce chemin. Cette expression ne ne´cessite pas la
diagonalisation du hamiltonien et se preˆte bien aux calculs nume´riques.
Pour un syste`me de N particules identiques obe´issant a` la statistique de Boltzmann,








tr est prise sur toutes les trajectoires xi(u) qui commencent en xi(0) = xi
et qui terminent en xi(h¯β) = x
′
i. La quantite´ Φ[(x1(u), ..., xN(u))] est l’amplitude de
probabilite´ du chemin conside´re´. Pour un syste`me de particules soumises au potentiel
d’interaction V, elle s’exprime :















La fonction de partition est la trace de la matrice densite´. La trace est inde´pendante
de la base choisie. Si on exprime la matrice densite´ dans la base des positions, la trace





















Ici (x1, x2, ..., xi, ..., xN) de´signe toutes les configurations possibles pour les N particules
dans l’espace. La trace
∫
tr doit eˆtre faite sur toutes les trajectoires xi(u) qui commencent
en xi (xi(0) = xi), et qui terminent e´galement en xi (xi(β) = xi).





Bien que cette expression de la fonction de partition soit simple, calculer les e´nergies
propres peut eˆtre un travail fastidieux, et on pre´fe`rera souvent dans les simulations nu-
me´riques la formulation en inte´grale de chemin.
Temps imaginaire
Dans l’expression e−βHˆ de la matrice densite´, la tempe´rature inverse β est aussi ap-
pele´e ”temps imaginaire”. Ceci vient de l’analogie formelle entre l’ope´rateur densite´ ρˆ, et
l’ope´rateur d’e´volution Uˆ dans la repre´sentation d’Heisenberg de la me´canique quantique.
L’ope´rateur d’e´volution s’e´crit Uˆ(t) = e−iHˆt/h¯, et l’ope´rateur densite´ peut eˆtre interpre´te´
comme l’ope´rateur d’e´volution au ”temps imaginaire” it = h¯β.
Dans la repre´sentation d’Heisenberg, 〈ψ|e−itHˆ/h¯|ψ′〉 est l’amplitude de probabilite´ que
le syste`me physique re´gi par le Hamiltonien Hˆ passe de l’e´tat |ψ〉 a` l’e´tat |ψ′〉 pendant le
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temps t. De la meˆme manie`re, on interpre`te le coefficient 〈ψ|ρˆ|ψ′〉 de la matrice densite´
comme l’amplitude de probabilite´ de passer de l’e´tat |ψ〉 a` l’e´tat |ψ′〉 pendant le temps
imaginaire h¯β. Souvent, on pose h¯ = 1, et le temps imaginaire est alors simplement la
tempe´rature inverse β.
1.1.2 Fonction de partition du gaz de Bose
La caracte´ristique principale d’un syste`me de N bosons identiques est que la fonction
d’onde est invariante par permutation des bosons. Les e´tats propres bosoniques sont donc
des e´tats syme´triques. La matrice densite´ est semblable a` celle du gaz de Boltzmann, mais
en restreignant la somme aux e´tats propres syme´triques a` N particules.
ρbos(X,X′, β) = ∑
e´tats propres syme´triques
e−βEnψn(X)ψ∗n(X′).






ou` S(N) de´signe le groupe des permutations, et P un e´le´ment quelconque de ce groupe.
A toute permutation P on associe l’ope´rateur permutation Pˆ, de´fini par :
∀|X〉 = |x1, ..., xN〉, on a 〈X|(P|ψ〉) = ψ(xP(1), ..., xP(N)).
L’ope´rateur densite´ bosonique ρˆbos s’exprime alors a` l’aide de l’ope´rateur densite´ de Boltz-
mann ρˆdis et de l’ope´rateur syme´triseur Sˆ par :
ρbos(X,X′, β) = 〈X|Sˆe−βHˆ Sˆ|X′〉, c’est-a`-dire ρˆbos = SˆρˆdisSˆ.
Pour un syste`me de particules identiques, le Hamiltonien est invariant par permutation
des particules, donc il commute avec tout ope´rateur permutation Pˆ, et donc aussi avec
l’ope´rateur syme´triseur Sˆ. Alors ρˆbos = SˆρˆdisSˆ = ρˆbosSˆ2. Le syme´triseur est un projecteur,
donc Sˆ2 = Sˆ, une seule application du syme´triseur suffit. C’est pourquoi : ρˆbos = ρˆdisSˆ.
Par conse´quent la matrice densite´ bosonique s’exprime en fonction de la matrice densite´





ρdis(X, PX′, β). (1.2)












est calcule´e sur toutes les trajectoires qui commencent en X
(c’est-a`-dire ∀i xi(0) = xi) et qui terminent en PX′ (c’est-a`-dire ∀i xi(β) = x′P(i)), ou`
P de´signe une permutation des N particules.
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dis(z1, ..., zN; zP(1), ..., zP(N); β) (1.3)
Les coefficients non-diagonaux de la matrice densite´ des particules discernables inter-
viennent donc dans le calcul de la fonction de partition bosonique.
Pour des particules obe´issant a` la statistique de Boltzmann, seuls les chemins qui ont
les meˆmes configurations de de´part et d’arrive´e contribuent a` la fonction de partition
(Fig. 1.1).
Fig. 1.1 – Trajectoires en temps imaginaire pour des particules discernables. Seuls les chemins
qui relient la meˆme configuration au de´part et a` l’arrive´e interviennent dans le calcul de la
fonction de partition d’un syste`me de particules identiques discernables. Le sche´ma montre un
chemin possible entre deux configurations identiques pour 4 particules, entre le temps imaginaire
0 et le temps imaginaire β, pour un syste`me de dimension 1.
En revanche pour des bosons, des chemins qui vont d’une configuration de de´part a`
une configuration d’arrive´e pour laquelle les positions sont permute´es les unes avec les
autres contribuent a` la fonction de partition (Fig. 1.2).
1.1.3 Tempe´rature de de´ge´ne´rescence du gaz de Bose
La diffe´rence entre un gaz de Bose et un gaz de Boltzmann apparaˆıt a` basse tempe´-
rature, lorsque les gaz sont de´ge´ne´re´s. Le formalisme des inte´grales de chemin permet de
de´terminer a` quelle tempe´rature la de´ge´ne´rescence apparaˆıt.
Dans le calcul de la fonction de partition bosonique, les coefficients non diagonaux de
la matrice densite´ du gaz de Boltzmann interviennent (Eq. (1.3)). Or, pour un gaz de
Boltzmann sans interaction, la matrice densite´ a` N particules se factorise en produit des
matrices densite´s pour une seule particule. La matrice densite´ d’une particule libre, dans
















′, β) = δD(x− x′).
(1.4)
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Fig. 1.2 – Exemple de chemin dont on doit tenir compte pour le calcul de la fonction de
partition bosonique. Ici, entre le temps imaginaire 0 et le temps imaginaire β trois bosons ont
permute´ leurs positions. Le calcul de la fonction de partition ne´cessite l’e´valuation du poids
statistique de ce chemin pour le syste`me physique en question, avec ou sans interaction, a` la
tempe´rature inverse β.
Ceci signifie que pour les particules libres, une trajectoire dans le temps imaginaire β est
un mouvement brownien. Donc la valeur moyenne de la position est nulle, et sa variance
est proportionnelle au temps (imaginaire) de parcours :
〈
x2
〉 ∼ 2πβh¯2/m = λ2. La
variance de la position en fonction du temps imaginaire est donne´e par le carre´ de la
longueur de de Broglie λ2.
Si la tempe´rature du gaz est e´leve´e, β est petit, donc la variance de la position en temps
imaginaire est faible. Les chemins probables sont alors ceux dont les points de de´part et
d’arrive´e sont tre`s proches. C’est pourquoi dans l’Eq. (1.3), les coefficients ρdis(X, PX, β),
avec P permutation diffe´rente de l’identite´, sont tre`s petits. La fonction de partition
bosonique est alors principalement de´termine´e par la contribution de la permutation
identite´, donc elle diffe`re peu de la fonction de partition du gaz de Boltzmann. A haute
tempe´rature, les proprie´te´s thermodynamiques d’un syste`me bosonique et d’un syste`me
de particules discernables sont donc identiques (voir Fig. 1.3-a’).
En revanche a` basse tempe´rature, la longueur de de Broglie thermique augmente. De`s
que la longueur de de Broglie devient de l’ordre de la distance moyenne d entre deux
particules du gaz, les permutations qui e´changent deux particules voisines donnent une
contribution non nulle dans la fonction de partition dans Eq. (1.3). A basse tempe´rature,
les termes correspondants a` des permutations diffe´rentes de l’identite´ prennent de l’im-
portance dans la fonction de partition bosonique, c’est pourquoi le comportement du gaz
de Bose diffe`re de celui du gaz de Boltzmann (voir Fig. 1.3-b’).
La tempe´rature de de´ge´ne´rescence du gaz est la tempe´rature pour laquelle la dis-
tance entre particules est de l’ordre de la longueur de de Broglie. Par exemple en trois
dimensions, avec η la densite´ volumique, la distance moyenne entre deux particules est
d ∼ η−1/3. La tempe´rature de de´ge´ne´rescence est atteinte pour d ∼ λ, c’est-a`-dire
η−1/3 ∼
√
2πβh¯2/m, donc kBTde´ge´ ∼ 2πη2/3h¯2/m. La tempe´rature de de´ge´ne´rescence
est la tempe´rature a` partir de laquelle les permutations autres que l’identite´ acquie`rent
un poids statistique non ne´gligeable dans la fonction de partition bosonique.
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Fig. 1.3 – De´ge´ne´rescence d’un gaz de Bose. Les sche´mas du haut (a) et (b) repre´sentent
chaque boson par un point, au dessus-duquel se trouve l’allure du coefficient non diagonal de la
matrice densite´ en repre´sentation position. Ce coefficient caracte´rise les corre´lations entre deux
positions, c’est-a`-dire la probabilite´ d’observer la particule a` la fois en x et en x′. Pour une
particule libre, il s’agit d’une gaussienne, et la variance de cette gaussienne est la longueur de de
Broglie thermique de la particule. A` haute tempe´rature les bosons sont localise´s car la longueur
de de Broglie λ, qui caracte´rise l’e´talement de leurs fonctions d’onde, est petite. En revanche a`
basse tempe´rature la longueur de de Broglie augmente. Le gaz est de´ge´ne´re´ lorsque la longueur
de de Broglie est de l’ordre de la distance d entre particules. Les sche´mas du bas (a’) et (b’)
traduisent cette notion de de´ge´ne´rescence en terme d’inte´grale de chemin. A` haute tempe´rature,
seuls les chemins de type (a’), qui ne permutent pas les positions des bosons sont probables.
Il n’y a donc pas de diffe´rence entre un gaz de Bose et un gaz de Boltzmann. En revanche si
on baisse la tempe´rature les chemins de type (b’), qui mettent en jeu les permutations ont un
poids statistique important dans la fonction de partition bosonique. Comme ce type de chemins
n’apparaˆıt pas dans la fonction de partition du gaz de Boltzmann, la diffe´rence entre les bosons
et les particules discernables s’accroˆıt en-dessous de la tempe´rature de de´ge´ne´rescence.
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1.1.4 Distribution de probabilite´ des longueurs de cycles
La diffe´rence a` basse tempe´rature entre le gaz de Bose et le gaz de Boltzmann s’ex-
plique par le fait que les permutations interviennent dans la fonction de partition boso-
nique, mais pas dans la fonction de partition des particules discernables.
Pour un gaz de Bose, la fonction de partition s’e´crit comme une somme sur les per-
mutations d’un terme qui de´pend de la permutation en question :
ZbosN = ∑
P∈S(N)




πP de´signe la probabilite´ de la permutation P. Ainsi, l’e´tude d’un syste`me bosonique
revient a` introduire une mesure sur le groupe des permutations. Suivant la tempe´rature
du gaz, la ge´ome´trie du syste`me, la pre´sence ou non d’interactions, cette mesure varie.
Dans le cadre de l’e´tude de la condensation de Bose–Einstein, la caracte´ristique si-
gnificative des permutations est la longueur des cycles qu’elles contiennent. Les permuta-
tions se factorisent comme des produits de cycles a` support disjoints, comme de´crit sur
l’exemple de la figure Fig. 1.4.
Fig. 1.4 – Quelques exemples de de´composition d’une permutation en produits de cycles a`
supports disjoints, d’apre`s [11].
L’ide´e principale de cette premie`re partie est que la fraction condense´e est donne´e par
la contribution a` la fonction de partition des cycles longs, dans la formulation en inte´grale
de chemin [9]. La de´monstration de ce re´sultat ne´cessite la de´finition de la distribution
de probabilite´ des longueurs de cycles.









avec (N, k) l’ensemble des permutations de S(N) pour lesquelles la particule 1 appartient
a` un cycle de longueur k. Cette formule de´finit une mesure pour la variable ale´atoire « lon-
gueur des cycles ». Dans le cas ge´ne´ral, l’expression de πk n’est pas simple. En revanche,
il existe une formule re´cursive permettant de calculer exactement cette distribution pour
un syste`me sans interaction.
1.2 Inte´reˆt de la description du gaz de Bose en inte´-
grale de chemin
La description du gaz de Bose en inte´grale de chemin fournit un lien vers les mathe´-
matiques, elle donne une description accessible du gaz en interaction, et elle est proche
de la description de la superfluidite´ en terme d’indice d’enroulement (Section 1.2.5).
1.2.1 Lien avec les mathe´matiques
L’e´tude du gaz de Bose sous forme d’inte´grale de chemin revient a` introduire une
mesure dans le groupe des permutations. Dans le domaine de l’analyse combinatoire, les
mathe´maticiens s’inte´ressent a` la distribution de variables ale´atoires comme la longueur
des cycles dans les permutations. Par exemple, Goncharov a e´tudie´ en 1943 [12] la distri-
bution des longueurs de cycle pour la mesure uniforme sur le groupe des permutations.
Ceci correspond au gaz de Bose a` tempe´rature nulle : toutes les permutations sont e´qui-
probables. Plus tard, d’autres mathe´maticiens ont calcule´ la distribution du nie`me cycle
le plus long [13].
Ces proble`mes d’analyse combinatoire, ainsi que des proble`mes de percolation sur
re´seau rejoignent la description de Feynman du gaz de Bose.
La formulation en inte´grale de chemin facilite la compre´hension de la condensation de
Bose–Einstein, en particulier pour les syste`mes en interaction, par rapport a` la description
historique du phe´nome`ne, en terme de nombre d’occupation.
1.2.2 Description du gaz de Bose en terme de nombre d’occu-
pation
La description traditionnelle de la condensation de Bose–Einstein [2] consiste a` calculer
le nombre d’occupation de chacun des niveaux d’e´nergie a` une particule. Pour des bosons,
le nombre d’occupation de l’e´tat stationnaire a` une particule σ, d’e´nergie ǫσ, est Nσ =
1/(eβ(ǫσ−µ) − 1), ou` µ < 0 de´signe le potentiel chimique. Le potentiel chimique est





(eβ(ǫσ−µ) − 1)−1 = N, (1.6)
ou` N de´signe le nombre total de bosons. Lorsque la tempe´rature diminue, le potentiel
chimique tend vers ze´ro. La limite µ→ 0 dans la formule Eq. (1.6) de´termine le nombre





A` la limite thermodynamique, les niveaux d’e´nergie sont infiniment proches les uns des









eβǫ − 1 . (1.7)
La constante AD de´pend de la dimension du syste`me, et la quantite´ D(ǫ) est la densite´
d’e´tat. Elle de´pend de la ge´ome´trie et de la dimension du syste`me conside´re´. Suivant
l’expression de la densite´ d’e´tat, le nombre de saturation peut eˆtre une quantite´ finie. Si
Nsat est fini, il est alors possible que le nombre N de particules dans le syste`me de´passe
le nombre de saturation Nsat. Alors l’e´tat fondamental (d’e´nergie ǫ = 0) est macrosco-
piquement occupe´, et son nombre d’occupation vaut N0 = N − Nsat. On dit qu’il y a
condensat si le nombre d’occupation d’un (ou plusieurs) niveau est macroscopique, c’est-
a`-dire proportionnel au nombre de bosons dans le syste`me a` la limite thermodynamique.
Les particules qui ne sont pas dans l’e´tat fondamental sont dans les e´tats excite´s. Leur
nombre est note´ Nexc. Cette description est adapte´e au gaz sans interaction (Fig. 1.5).
Fig. 1.5 – Re´presentation du gaz ide´al en terme de nombre d’occupation des e´tats propres
pour une seule particule. Nsat de´fini par Eq. (1.7) est le nombre de saturation. En pre´sence d’un
condensat de Bose-Einstein, Nexc bosons occupent des e´tats excite´s, et Nexc = Nsat. Les N0
autres bosons occupent le fondamental : N0 = N − Nsat.
Cependant en pre´sence d’interactions, les bosons de l’e´ventuel condensat ne condensent
pas force´ment dans un e´tat propre du hamiltonien a` une particule. En effet, pour un gaz
en interaction, le Hamiltonien ne s’exprime plus comme la somme de Hamiltoniens a`
une particule qui commutent entre eux, et donc les fonctions propres ne sont plus des
combinaisons line´aires de produits de fonctions propres a` une particule. Dans ce cas, la
description en terme de nombre d’occupation ne permet pas de rendre compte du phe´no-
me`ne de condensation de Bose-Einstein.
Or, historiquement, la condensation de Bose-Einstein est d’abord apparue comme un
e´trange phe´nome`ne issu de la the´orie, mais inexistant dans la nature. Puis London a
pre´senti en 1938 le lien entre la condensation de Bose-Einstein et le phe´nome`ne observe´
de superfluidite´ de l’He´lium 4. La superfluidite´ de l’he´lium 4 est longtemps reste´ le seul
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« exemple »de condensation de Bose-Einstein. Comme les atomes sont fortement en inter-
action dans l’He´lium 4, il devenait urgent de trouver une description de la condensation
de Bose-Einstein adaptable aux gaz en interaction.
C’est pourquoi une autre de´finition que l’occupation macroscopique du niveau fonda-
mental, plus ge´ne´rale, a e´te´ propose´e par Penrose et Onsager.
1.2.3 Condensat et matrice densite´ re´duite a` une particule
En 1956, Penrose et Onsager [14] ont propose´ un nouveau parame`tre d’ordre pour la
condensation de Bose-Einstein, plus ge´ne´ral que l’occupation macroscopique d’un e´tat.
Leur de´finition fait intervenir la matrice densite´ re´duite a` une particule, qui est la trace
de la matrice densite´, sur toutes les particules sauf une :




dx2dx3...dxNρ(x, x2, ..., xN; x
′, x2, ..., xN). (1.8)
Ils affirment qu’il existe un condensat de Bose-Einstein si et seulement si la matrice
densite´ re´duite a` une particule admet une valeur propre macroscopique. Cette valeur
propre macroscopique donne le nombre N0 de bosons dans le condensat. Cette de´finition
est valable pour tout gaz de Bose, avec ou sans interaction.
Cette dernie`re de´finition de la condensation de Bose–Einstein s’appuie sur la matrice
densite´. Or, la matrice densite´ bosonique s’exprime comme une inte´grale de chemin.
Voyons maintenant comment le formalisme de l’inte´grale de chemin permet d’introduire
les interactions.
1.2.4 Bosons en interactions : formule de Trotter
La formulation en inte´grale de chemin permet d’introduire les interactions assez natu-
rellement dans les calculs, graˆce a` la formule de Trotter (1959) [15]. Soit Hˆ le hamiltonien
du syste`me physique e´tudie´, avec Hˆ = Hˆ0 + Vˆ. Hˆ0 de´signe le hamiltonien du syste`me
libre, et Vˆ les interactions. La matrice densite´ s’e´crit ρˆ = e−β(Hˆ0+Vˆ). A priori, Hˆ0 et Vˆ
ne commutent pas, donc on ne peut pas factoriser la matrice densite´. Cependant, dans la
limite des hautes tempe´ratures, la factorisation devient correcte ([11] p.144), d’apre`s la
formule de Trotter :








′, β) est le coefficient en repre´sentation position de la matrice densite´ pour le
syste`me sans interaction e−βHˆ0 . Pour obtenir la matrice densite´ du syste`me en interaction,
a` une tempe´rature quelconque, on part de la limite Eq. (1.9), et la proprie´te´ de convolution
des matrices densite´∫
dX′ρ(X,X′, β1)ρ(X′,X′′, β2) = ρ(X,X′′, β1 + β2) (1.10)
permet par inte´grations successives d’obtenir la matrice densite´ a` des tempe´ratures plus
basses.
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Ainsi la matrice densite´ a` tempe´rature β s’e´crit







































La matrice densite´ du gaz ide´al est au coeur de ces formules. La compre´hension du gaz
ide´al est donc essentielle pour ensuite ajouter les interactions. La ge´ome´trie du syste`me et
sa tempe´rature de´terminent le poids statistique des chemins pour le gaz ide´al. La formule
Eq. (1.11) permet d’introduire les interactions comme un coefficient correctif.
1.2.5 Inte´grale de chemin et superfluidite´
L’expe´rience de Hess-Fairbank, re´alise´e en 1967 [16], montre qu’a` basse tempe´rature,
un liquide quantique tourne moins vite que le re´cipient qui le contient. A tempe´rature
nulle, la fraction normale tourne avec le re´cipient alors que la fraction superfluide reste au
repos. Ce phe´nome`ne, appele´ NCRI «Non Classical Rotational Inertia »se traduit mathe´-
matiquement par l’expression de la fraction superfluide en fonction d’une caracte´ristique




(voir [17], et l’explication qui suit).
L’expe´rience est la suivante : un syste`me de N bosons identiques est contenu dans un
re´cipient forme´ de deux cylindres concentriques. Le cylindre exte´rieur est en rotation, la
vitesse de rotation doit eˆtre faible (infe´rieure a` la vitesse critique de l’ordre de h¯/(mR2),
ou` R de´signe le rayon du re´cipient). A une tempe´rature T assez haute, le syste`me est en ro-
tation uniforme avec le re´cipient. La tempe´rature est ensuite abaisse´e. Alors, une fraction
des bosons ralentit et s’arreˆte progressivement, jusqu’a` devenir parfaitement immobile a`
T = 0 : c’est la fraction superfluide. Les autres particules continuent a` tourner avec le
re´cipient : c’est la fraction normale. Pour conserver le moment angulaire, la fraction des
atomes qui tournent, ainsi que le re´cipient se mettent alors a` tourner un peu plus vite.
Dans cette expe´rience, la chronologie est importante : le re´cipient est en rotation, puis la
tempe´rature est abaisse´e. On observe alors l’e´tat d’e´quilibre du syste`me. En revanche, une
autre expe´rience consisterait a` mettre en rotation le meˆme syste`me, a` tempe´rature de´ja`
tre`s basse. Alors seule une fraction des particules entrerait en rotation. Ce phe´nome`ne
pourrait eˆtre interpre´te´ simplement comme la preuve que le syste`me a une viscosite´ tre`s
faible, voire nulle, et pas comme le phe´nome`ne de NCRI [18].






ou` I de´signe le moment d’inertie du syste`me, et Icl le moment d’inertie d’un syste`me
classique pre´sentant la meˆme ge´ome´trie que le syste`me quantique (ici Icl ∼ NmR2, avec
m la masse d’un boson).
Dans [17], la de´finition Eq. (1.12) est traduite en fonction de l’indice d’enroulement
W. La fraction superfluide est d’abord exprime´e a` partir de l’e´nergie libre Fv du syste`me
23







L’e´nergie libre est Fv = − log(Z)/β, avec Z fonction de partition. Dans le calcul de la
fonction de partition, les chemins qui font plusieurs tours du syste`me doivent eˆtre pris en
compte. On de´finit l’indice d’enroulementW d’un chemin comme le nombre de tours qu’il
fait autour du cylindre. La ge´ome´trie du gaz contenu dans deux cylindres concentriques est
similaire a` une ge´ome´trie unidimensionnelle, avec des conditions aux limites pe´riodiques.
Alors, l’indice d’enroulement W d’un chemin est de´fini comme le le nombre de fois que
ce chemin franchit les limites pe´riodiques du syste`me (voir Fig. 1.6).
L’e´nergie libre du syste`me dont le re´cipient tourne a` la vitesse v s’exprime au premier




, sur tous les chemins
possibles :










Cette dernie`re formule, associe´e a` Eq. (1.13) donne l’expression de la fraction super-












Cette formule est valable avec ou sans interaction, et exprime la fraction superfluide
en fonction d’une caracte´ristique topologique des trajectoires en temps imaginaire.
Cette de´finition de la superfluidite´ de´coule de la formulation en inte´grale de chemin,
et la formule de Pollock et Ceperley Eq. (1.15) permet d’acce´der nume´riquement a` la
fraction superfluide [19] (voir aussi [11] (3.1.4)).
1.2.6 Inte´grale de chemin et calcul nume´rique : les simulations
Monte-Carlo
Les calculs de Monte Carlo quantiques permettent d’acce`der nume´riquement a` la fonc-
tion de partition bosonique, afin d’obtenir des informations sur les proprie´te´s thermody-
namiques des syste`mes de bosons a` l’e´quilibre (fraction superfluide, fraction condense´e,
etc...). Ces simulations de´coulent de la formulation en inte´grale de chemin de la fonction
de partition, et sur la formule de Trotter Eq. (1.9). Le principe est de calculer la fonc-
tion de partition a` tempe´rature quelconque a` partir de la fonction de partition a` haute
tempe´rature, par produits de convolution successifs. La fonction de partition a` haute
tempe´rature est factorise´e en un terme libre et un terme d’interaction graˆce a` la formule
de Trotter [11], [21].
Conclusion
Finalement, la formulation en inte´grale de chemin du gaz de Bose permet d’aller au
dela` du gaz ide´al, et d’e´tudier le gaz en interaction. Elle permet aussi de de´crire la su-
perfluidite´ a` travers une caracte´ristique topologique des chemins : l’indice d’enroulement.
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Fig. 1.6 – Indice d’un chemin. Dans la ge´ome´trie cylindrique, W = 1 signifie que le chemin fait
une fois le tour du syste`me, dans le sens trigonome´trique. Dans une ge´ome´trie avec conditions
aux limites pe´riodiques, W = 1 signifie que le chemin traverse une fois la limite pe´riodique du
syste`me, vers la droite.
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Cette formulation constitue un pont de la physique quantique vers l’analyse combinatoire.
Elle permet aussi d’aller vers des domaines plus concrets graˆce aux simulations Monte
Carlo, et de comprendre les expe´riences.
1.3 Pre´sentation du travail re´alise´
La formulation en inte´grale de chemin du gaz de Bose, et la statistique des longueurs
de cycles ont e´te´ au cœur de mon travail durant cette the`se.
Nous avons commence´ par e´tudier le lien entre la condensation de Bose–Einstein et la
pre´sence de cycles longs. Feynman a propose´ de`s 1953 la pre´sence de cycles de longueur
infinie comme parame`tre d’ordre de la condensation de Bose–Einstein. Le parame`tre
d’ordre donne´ par Penrose et Onsager est le caracte`re macroscopique de la plus grande
valeur propre de la matrice densite´ a` une particule.
Il est commune´ment admis que ces deux parame`tres d’ordre sont identiques, et les cal-
culs nume´riques utilisent la distribution des longueurs de cycles pour calculer la fraction
condense´e [20]. Des papiers de physique mathe´matique s’inte´ressent a` prouver l’e´quiva-
lence entre ces deux parame`tres d’ordre [25], [22], [23], [24].
Nous avons propose´ une de´monstration simple de cette e´quivalence pour le gaz ide´al
homoge`ne tridimensionnel, ainsi que pour le gaz ide´al dans un pie`ge harmonique de di-
mension D > 1.
Condensation de Bose-Einstein et superfluidite´ sont deux phe´nome`nes proches, puis-
qu’ils concernent les meˆmes syste`mes de bosons a` basse tempe´rature, et se caracte´risent
tous deux par des corre´lations a` longue porte´e dans le syste`me. Cependant, il est clair
que les deux phe´nome`nes ne sont pas e´quivalents. Alors qu’il n’existe pas de condensat
de Bose-Einstein pour le gaz bidimensionnel homoge`ne, une transition vers une phase
superfluide est possible. A` partir de l’expression de la fraction superfluide en fonction de
l’indice d’enroulement, nous e´tudions la relation entre la fraction superfluide et les cycles
infinis.
Je pre´sente des conjectures sur l’allure de la distribution des longueurs des cycles, et
l’allure des trajectoires en temps imaginaire qui contribuent au calcul de la fonction de
partition, pour les gaz bidimensionnels et tridimensionnels homoge`nes. Ces conjectures
nous poussent a` croire que la condensation de Bose–Einstein est caracte´rise´e par des
cycles de longueur moyenne proportionnelle au nombre total de particules N, alors que
la superfluidite´ est caracte´rise´e par une longueur moyenne des cycles en Nα, avec α < 1.
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2
Gaz de Bose ide´al et statistique des longueurs de
cycles
Le but de ce chapitre est d’introduire les outils ne´cessaires au chapitre trois, a` tra-
vers l’exemple du gaz de Bose ide´al (c’est-a`-dire sans interaction). Pour un gaz de Bose
sans interaction, quelle que soit la ge´ome´trie du syste`me une formule re´cursive sur le
nombre de bosons permet de calculer la fonction de partition dans l’ensemble canonique.
Cette formule, de´montre´e par Landsberg en 1961 [26] s’appuie sur la de´composition des
permutations en produit de cycles. Elle induit une mesure sur les longueurs des cycles
dans les permutations. Apre`s une de´monstration de la formule de Landsberg, je rappelle
le lien entre la distribution des longueurs de cycles et le nombre de bosons dans l’e´tat
fondamental, puis l’expression du parame`tre d’ordre de la condensation de Bose–Einstein
donne´ par Penrose et Onsager en fonction de la distribution des longueurs de cycles.
2.1 Fonction de partition et distribution des longueurs
de cycle.
La formule de Landsberg Eq. (2.1) exprime la fonction de partition bosonique dans








ou` les zk sont des coefficients de´pendant de la tempe´rature, de´finis par la suite Eq. (2.4).
Dans cette formule, la distribution des longueurs de cycle Eq. (1.5) est de´termine´e de





La particularite´ du gaz sans interaction est que dans la formule Eq. (1.5) de´finissant la
statistique des longueurs de cycles, le terme ZP de´pend uniquement des longueurs des
cycles qui forment la permutation.
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La formule de Landsberg se de´montre a` partir de l’expression de la matrice densite´









La formule Eq. (2.1) de´coule des deux proprie´te´s suivantes : premie`rement, pour un
syste`me de particules sans interaction, la matrice densite´ pour N particules discernables
se factorise en fonction de la matrice densite´ a` une seule particule dans la meˆme ge´ome´trie
















ρ1(xi, xP(i), β). (2.2)
Deuxie`mement, les matrices densite´ obe´issent a` la proprie´te´ du produit de convolution
Eq. (1.10) : ∫
dx′ρ1(x, x′, β)ρ1(x′, x′′, β′) = ρ1(x, x′′, β+ β′). (2.3)
Puisqu’il s’agit de particules discernables, on peut les nume´roter de 1 a` N. La particule
nume´ro 1 est arbitrairement isole´e dans le calcul qui suit, de manie`re a` introduire la
longueur du cycle auquel appartient cette particule.
Au lieu de sommer sur toutes les permutations dans la formule Eq. (2.2), sommons sur
le parame`tre k variant de 1 a` N, qui est la longueur du cycle auquel appartient la particule
1 dans une permutation donne´e. Si k est fixe´, il y a Ck−1N−1 = (N− 1)!/((k− 1)!(N− k)!)
choix pour les k− 1 autres e´le´ments du cycle parmi les N − 1 particules restantes, puis
(k − 1)! diffe´rents cycles possibles a` former a` partir des k e´le´ments choisis. Les N − k
particules qui ne font pas partie du cycle forment un gaz ide´al de N − k bosons. La








(k− 1)!(N − k)! (k− 1)!
∫








L’inte´gration sur les variables x2 a` xk s’effectue graˆce a` la proprie´te´ de convolution
Eq. (2.3), et permet d’obtenir :∫
dx1 ρ1(x1, x1, kβ) = Z1(kβ) = zk, (2.4)
qui est la matrice densite´ pour une seule particule dans la meˆme ge´ome´trie, a` tempe´rature
inverse kβ.
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Le poids statistique du cycle de longueur k est donc proportionnel a` la fonction
de partition zk pour une seule particule a` tempe´rature k fois plus basse que
le syste`me. Un cycle de longueur k est formellement e´quivalent a` une seule
particule a` tempe´rature k fois re´duite. Les N− k particules qui ne font pas partie
du cycle sont inde´pendantes des particules du cycle. Elles contribuent a` la fonction de
partition comme un syste`me bosonique a` N − k particules, par le facteur ZN−k.







zkZN−k, avec zk =
∫
dx1ρ1(x1, x1, kβ) = ∑
e´tats propres a` 1 part.
e−kβǫn .
Cette dernie`re expression de´finit la probabilite´ πk qu’une particule quelconque appar-
tienne a` un cycle de longueur k, ainsi que la proprie´te´ de normalisation de la distribution





























Fig. 2.1 – Distribution des longueurs de cycles pour le gaz homoge`ne tridimensionnel en fonc-
tion de la tempe´rature inverse β. A tempe´rature nulle (cas presque atteint pour β = 100 sur
la courbe), la distribution est constante : toutes les longueurs sont e´quiprobables. En revanche,
lorsque la tempe´rature augmente les cycles courts sont de plus en plus favorise´s au de´triment
des cycles longs. La transition de Bose-Einstein a lieu pour β = 0.3 pour les parame`tres de ce
syste`me (densite´ η = 1).
En fonction de la tempe´rature du syste`me, et de la ge´ome´trie conside´re´e, l’allure de
la distribution de probabilite´ πk varie (Fig. 2.1). Cette distribution est lie´e a` la pre´sence
ou non d’un condensat de Bose-Einstein. Feynman a propose´ en 1953 [9] la pre´sence de
cycles infinis comme parame`tre d’ordre de la condensation de Bose-Einstein.
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2.2 Formule de la de´rive´e discre`te.
Il existe un lien mathe´matique simple entre la distribution des longueurs des cycles et
la distribution du nombre de particules dans le condensat pour un syste`me sans interaction
[11]. Cette relation est valable pour tout syste`me ide´al, et s’appuie sur la description
traditionnelle de la condensation de Bose–Einstein comme occupation macroscopique du
fondamental [2].
Y(N, k, σ) est de´fini comme la contribution a` la fonction de partition pour N bosons,




Fig. 2.2 – Configuration qui contribue a` Y(N, k, σ) : au moins k bosons occupent l’e´tat
d’e´nergie ǫσ, et les N− k autres bosons forment un gaz de Bose ide´al, inde´pendant des k
bosons de l’e´tat σ (d’apre`s [11]).
Y(N, k, σ) se factorise en deux termes : e−kβǫσ qui correspond aux k bosons qui oc-
cupent l’e´tat σ, et ZN−k qui correspond au gaz libre constitue´ par les N− k autres bosons
(Fig. 2.2) :
Y(N, k, σ) = e−kβǫσZN−k. (2.6)
S(N, k, σ) est de´fini comme la contribution a` ZN des configurations dans lesquelles
exactement k bosons occupent l’e´tat d’e´nergie ǫσ. Y et S sont lie´s par :




S(N, k′, σ), donc S(N, k, σ) = Y(N, k, σ)−Y(N, k+ 1, σ). (2.7)
A` partir d’Eq. (2.6), sommer sur tous les niveaux d’e´nergie σ, permet de reconnaˆıtre
la fonction de partition pour une particule libre :
∑
σ
Y(N, k, σ) = ∑
σ
e−kβǫσZN−k = zkZN−k. (2.8)
D’apre`s l’expression des poids statistiques des longueurs de cycle Eq. (2.5) et la formule
Eq. (2.8),
πk − πk+1 = 1NZN ∑σ






















La de´rive´e discre`te de la distribution des longueurs de cycles en k est, a` un facteur de
normalisation pre`s, la somme sur tous les e´tats σ, de la probabilite´ d’avoir exactement k
bosons dans l’e´tat σ.
Lorsque k ≫ 1, les configurations dans lesquelles k bosons occupent un e´tat excite´
sont tre`s peu probables : en effet le poids statistique de ces configurations contient le
facteur e−kβǫσ , qui est exponentiellement petit pour ǫσ non nul. La contribution du terme
S(N, k, fondamental) domine dans la somme (2.9). Donc pour k ≫ 1 ,
πk − πk+1 ∼k≫1 S(N, k, fondamental)NZN .
Dans cette dernie`re expression, S(N, k, fondamental)/ZN est la probabilite´ de trouver
exactement k bosons dans le fondamental pour un gaz de Bose a` N particules. Ceci lie
donc la de´rive´e discre`te de la distribution de probabilite´ des cycles de longueur k avec la
distribution de probabilite´ PN(N0 = k) des configurations a` N particules avec k bosons
dans le fondamental (Fig. 2.3) :












Distribution des longueurs des cycles (N=1000, β=0.7)
pik
derivee discrete
Fig. 2.3 – Le calcul de la distribution des longueurs de cycles donne acce`s au nombre de
bosons dans le condensat. Cette courbe est re´alise´e pour un gaz homoge`ne 3d avec conditions
aux limites pe´riodiques pour N = 1000 particules, a` tempe´rature inverse β = 0.7. La courbe
appele´e « de´rive´e discre`te »est donne´e par : 100(πk − πk+1). Le pic de cette courbe a lieu en
k = N0, nombre de bosons dans le condensat.
Nombre d’occupation et statistique des cycles
La Section 1.2.2 pre´sente la description du gaz de Bose ide´al en terme de nombre d’oc-
cupation des niveaux d’e´nergie. Ces nombres d’occupation sont donne´s dans l’ensemble
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grand canonique par le facteur d’occupation bosonique, et la connaissance du potentiel
chimique est ne´cessaire Eq. (1.6). Dans l’ensemble canonique, le nombre d’occupation






ou` PN(Nσ = k) de´signe la probabilite´ d’avoir exactement k bosons dans l’e´tat σ :
PN(Nσ = k) = S(N, k, σ)/ZN.
D’apre`s Eq. (2.7), 〈Nσ〉 est une somme te´le´scopique. Connaissant l’expression Eq. (2.6)



























Enfin, en de´ve´loppant en se´rie le facteur d’occupation bosonique, l’expression du





e−kβǫσzk avec z = e−βµ. (2.13)
A` la limite thermodynamique, les nombres d’occupation des e´tats excite´s dans les en-
sembles canonique et grand canonique sont identiques. La comparaison des e´quations




Ces dernie`res formules permettent de passer de l’ensemble canonique a` l’ensemble grand
canonique, et seront utiles au chapitre trois.
2.3 Matrice densite´ re´duite a` une particule pour le
gaz ide´al
Cette partie pre´sente l’expression de la matrice densite´ re´duite a` une particule pour un
syste`me sans inte´raction, en fonction de la distribution des longueurs de cycles πk. Ceci
permettra par la suite de de´montrer de manie`re explicite l’e´quivalence entre le parame`tre
d’ordre de Penrose et Onsager [14] (valeur propre macroscopique de la matrice densite´
re´duite a` une particule) et celui de Feynman [9] (existence de cycles de longueur infinie)
dans le cas du gaz sans interaction.
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La matrice densite´ re´duite a` une particule en repre´sentation position est de´finie comme
la trace de l’ope´rateur densite´ sur toutes les particules sauf une Eq. (1.8) :





bos(x, x2, ..., xN; x
′, x2, ..., xN ; β).
La normalisation est choisie de telle sorte que la trace de la matrice densite´ re´duite a` une
particule donne le nombre total de particules dans le syste`me. Ainsi
∫
dxρ(1)(x, x, β) = N
ZN
ZN
= N et ρ(1)(x, x, β) = η(x),
ou` η(x) de´signe la densite´ de particules au point x. En suivant pas a` pas la de´monstration
de la formule de Landsberg Eq. (2.1), mais sans inte´grer sur la variable x1, nous obtenons
le re´sultat suivant :
















Ainsi pour le gaz de Bose ide´al, la matrice densite´ re´duite a` une particule est obtenue
a` partir de la distribution des longueurs de cycles et de la matrice densite´ pour une seule
particule a` diffe´rentes tempe´ratures.
D’apre`s Penrose et Onsager [14], la fraction condense´e N0/N est la plus grande valeur
propre de la matrice densite´ re´duite a` une particule. Pour un syste`me homoge`ne, leur





ρ(1)(x, x′, β). (2.16)
Ceci se comprend aise´ment dans le cas du gaz ide´al homoge`ne, ou` la fonction d’onde
du fondamental est une constante, qui est le seul terme qui subsiste dans l’expression
ρ(1)(x, x′, β) lorsque |x− x′| → ∞. En effet, les autres fonctions d’onde oscillent et leur
contribution est nulle dans cette limite.
Conclusion
Ce chapitre pre´sente les principaux outils ne´cessaires a` l’e´tude de la condensation de
Bose-Einstein en terme de longueur des cycles dans les permutations. La distribution des
longueurs des cycles est de´finie dans le cas ide´al, a` l’aide de la formule de Landsberg, puis
le parame`tre d’ordre de Penrose et Onsager est exprime´ en fonction de la distribution des
longueurs de cycles.
La formule de la de´rive´e discre`te Eq. (2.10) montre que la statistique des longueurs de
cycles et la condensation de Bose-Einstein sont e´troitement lie´es, et fournit une me´thode
simple pour de´terminer nume´riquement la fraction condense´e dans un syste`me bosonique.
La suite apporte des pre´cisions sur la nature du lien entre la distribution des longueurs




Condensation de Bose-Einstein et cycles infinis
Ce chapitre explicite le lien entre condensat de Bose-Einstein et cycles infinis pour un
gaz ide´al, dans deux ge´ome´tries diffe´rentes. Il montre d’abord que la fraction condense´e
donne´e par la de´finition de Penrose et Onsager est e´gale, a` la limite thermodynamique, a`
la somme des poids statistiques des cycles de taille supe´rieure ou e´gale a` Nx.
Dans le cas d’un gaz de Bose ide´al homoge`ne dans une boˆıte de dimension d, avec
conditions aux limites pe´riodiques, x vaut D/2. Dans le cas d’un gaz ide´al dans un pie`ge
harmonique de dimension D, l’exposant x vaut 1/D.
Nous montrons ensuite que s’il existe un condensat de Bose-Einstein, la longueur
moyenne du cycle auquel appartient un boson quelconque est proportionnelle au nombre
de particules N dans le syste`me.
Enfin, l’e´ventualite´ que le poids statistique des cycles de longueur infinie soit non nul,
en l’absence de condensat de Bose-Einstein, est discute´e.
L’existence de cycles infinis a` la limite thermodynamique (Section 3.1.1) est de´finie
par la condition suivante :
Il existe A(N) tel que lim
N→∞





πk > 0. (3.1)












πk = 1. (3.2)
3.1 Gaz ide´al homoge`ne tridimensionnel

















ρ(1)(r, r′, β), (3.3)
pour un gaz de Bose ide´al homoge`ne, dans une boˆıte cubique avec conditions aux
limites pe´riodiques. Ce re´sultat e´tablit l’e´quivalence entre le parame`tre d’ordre de Penrose
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et Onsager et celui propose´ par Feynman. Il signifie que la fraction condense´e N0/N est
e´gale a` la somme des probabilite´s des cycles de longueur supe´rieure a` L2. La condensation
de Bose-Einstein est donc e´quivalente, pour le syste`me e´tudie´, a` l’existence de cycles de
longueur infinie au sens de Eq. (3.1), avec A(N) = N2/3.
3.1.1 Ge´ome´trie du syste`me, limite thermodynamique
L’e´tude qui suit concerne un gaz de Bose sans inte´raction, contenu dans une boˆıte de
dimension D, et de coˆte´ L. La densite´ moyenne de particules dans la boˆıte est η = N/LD.
Pour prendre la limite thermodynamique du syste`me, il faut augmenter infiniment le
nombre de bosons dans la boˆıte, tout en augmentant la taille de la boˆıte de manie`re
a` ce que la densite´ moyenne de particules η reste constante. Dans la suite, on prendra
η = 1 pour simplifier les e´critures. La limite thermodynamique d’un syste`me est prise a`
tempe´rature constante.
Dans toute la suite, j’utilise les conditions aux limites pe´riodiques. La fonction d’onde
ψ d’une particule dans une boˆıte cubique, avec contitions aux limites pe´riodiques ve´rifie
les e´quations suivantes :
ψ(L/2, y, z) = ψ(−L/2, y, z) et ∂ψ
∂x




et de meˆme pour les variables y et z. Pour un syste`me a` une dimension, confiner la
particule sur un segment de longueur L avec conditions aux limites pe´riodiques est en fait
e´quivalent, a` la limite L → ∞, a` la confiner sur un cercle de pe´rime`tre L.
3.1.2 Condensation de Bose-Einstein
Dans un gaz de Bose ide´al homoge`ne, la condensation de Bose-Einstein est possible
en dimension D supe´rieure ou e´gale a` 3. Pour D < 3, le nombre de saturation devient
infini et il n’y a donc pas de condensat (voir Section 1.2.2).
Pour un gaz ide´al homoge`ne, la densite´ d’e´tat D(ǫ) varie en ǫ(D−2)/2. Pour le gaz














Le nombre de saturation de´termine la tempe´rature de transition en fonction du nombre














Dans la suite, afin d’alle´ger les e´critures, je pose h¯ = m = 1.
3.1.3 Expression de la fraction condense´e en terme de longueur
de cycles
La fraction condense´e est la plus grande valeur propre de la matrice densite´ re´duite
a` une particule. Pour un syste`me homoge`ne, la plus grande valeur propre de la matrice
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densite´ re´duite a` une particule est la limite pour |x− x′| → ∞ du coefficient ρ(1)(x, x′, β)





ρ(1)(x, x′, β). (3.5)
La condensation de Bose-Einstein se traduit donc par un ordre non diagonal a` longue
porte´e (Off-Diagonal Long Range Order, note´ ODLRO), c’est-a`-dire par le fait que le
coefficient non diagonal de la matrice densite´ re´duite a` une particule, entre deux positions
infiniment e´loigne´es, est non nul.
Comme le coefficient ρ(1)(x, x′, β) de la matrice densite´ re´duite a` une particule carac-
te´rise les corre´lations entre les particules a` la position x, et celles en x′, la condensation
de Bose-Einstein se traduit par des corre´lations a` tre`s longue porte´e dans le syste`me.
L’extension spatiale de l’onde associe´e a` chaque particule est de l’ordre de la longueur
de de Broglie λ ∼ √2πβ. J’ai montre´ en Section 2.1 qu’un cycle de longeur k est ma-
the´matiquement e´quivalent a` une seule particule a` tempe´rature inverse kβ. C’est-a`-dire
qu’un cycle se comporte comme une particule qui aurait la longueur de de Broglie effec-
tive
√
2πkβ. Si cette longueur de de Broglie effective est de l’ordre de la taille du syste`me
e´tudie´, le cycle contribue alors a` l’ordre a` longue porte´e. Les particules qui contribuent a`
l’ordre a` longue porte´e sont celles qui appartiennent a` des cycles de longueur k telle que√
2πkβ ∼ N1/D, c’est-a`-dire k ∼ N2/D.
Afin de faire de cet argument qualitatif un ve´ritable the´ore`me, l’expression de la
matrice densite´ re´duite a` une particule ρˆ(1) en fonction de la statistique des longueurs
de cycles, dans le cas particulier du gaz de Bose ide´al homoge`ne tridimensionnel, est
ne´cessaire. D’apre`s Eq. (2.15), il nous faut connaˆıtre la matrice densite´ ρ1 pour une seule
particule dans le syste`me, ainsi que la fonction de partition zk pour une seule particule a`
tempe´rature inverse kβ, c’est-a`-dire les e´nergies propres et e´tats propres pour une seule
particule dans la boˆıte. La re´solution de l’e´quation de Schro¨dinger donne les e´nergies
propres :
ǫn = 4π
2n2/(2L2) avec n ∈ N3,
et les e´tats propres :
ψ
L,per














































La matrice densite´ re´duite a` une particule pour ce syste`me s’e´crit :














Dans la suite, nous calculons la limite du coefficient non diagonal de la matrice densite´
re´duite lorsque |x − x′| → ∞. Dans une boˆıte avec conditions aux limites pe´riodiques,
il suffit de connaˆıtre la limite de ρ(1)(x, x′, β) lorsque L → ∞ avec |x − x′| = δL et
0 < δ ≤ 1/2. Pour s’implifier les notations j’introduis la fonction Rk(δ) telle que pour
|x− x′| = δL :








D’apre`s la formule Eq. (2.16), la fraction condense´e vaut la limite pour L → ∞ de
∑
N
k=1 πkRk(δ). Et donc l’e´tude de πk et celle de Rk vont eˆtre utiles pour de´montrer le
re´sultat Eq. (3.3).
3.1.4 De´monstration du the´ore`me Eq. (3.3)
Notations
Les notations suivantes sont utilise´es, comme dans [27] :
– A ∼ B ⇔ limN→∞ AB = 1
– A ≪ B ⇔ limN→∞ AB = 0
– A ≫ B ⇔ limN→∞ AB = +∞
– A ∝ B ⇔ limN→∞ AB = const > 0
– A . B ⇔ limN→∞ AB ≤ 1.
Etude des πk et Rk
A la limite thermodynamique, deux re´gimes apparaissent, suivant la longueur k du
cycle par rapport a` la quantitie´ L2. Les fonctions de partition zk ont pour approximations































Remarquons tout de suite que si la dimension est infe´rieure ou e´gale a` 2, le cas k ≫ L2
n’existe pas. Cette remarque est en lien avec le fait qu’il n’existe pas de condensat pour
D < 3 pour un gaz homoge`ne.
Comme ZN−k ≤ ZN, les estimations pre´ce´dentes de zk fournissent des majorants aux
coefficients πk.
La fonction de coupure Rk a pour expression (avec x = 2βk/L














Si x → 0, les deux sommes de la fraction sont domine´es par leur terme w = 0. Ainsi,
Rk(δ) ∼k≪L2 e−3δ
2L2/(2βk). (3.10)
En appliquant la formule sommatoire de Poisson au nume´rateur et au de´nominateur, on















Pour u fixe´, θ3 est une fonction analytique de q sur [0, 1[. Son comportement a` l’origine
est donne´ par les premiers coefficients de son de´veloppement en se´rie entie`re. Pour q → 0,






∼ 1− 6(1− cos(2δπ))e−π22βk/L2 . (3.12)
Pour la de´monstration qui suit, les proprie´te´s suivantes seront utilise´es :
– a- πk est une suite de´croissante.
– b- La somme des πk vaut 1 (normalisation des probabilite´s).
– c- πk . 1/(2πβk)
3/2 pour k ≪ L2.
– d- πL2 . constante/L
3.
– e- Rk est une suite positive croissante.
– f- 1− Rk est une suite positive de´croissante.
– g- RL2 ne de´pend pas de L.
– h- pour k ≪ L2 on a limL→∞ Rk = 0 d’apre`s Eq. (3.11).
– i- pour k ≫ L2 on a limL→∞(1− Rk) = 0 d’apre`s Eq. (3.12).
De´monstration














Pour cela, la somme se de´coupe en quatre morceaux (Fig. 3.1), et chacun de ces morceaux


























= A(ǫ) + B(ǫ) + C(ǫ) + D(ǫ)
En toute rigueur, il faudrait sommer dans la premie`re somme jusqu’a` k = E[L2−ǫ]− 1,
et commencer la deuxie`me somme en k = E[L2−ǫ], ou` E[x] de´signe la partie entie`re de
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Fig. 3.1 – Distribution des longueurs de cycle πk et fonction de coupure Rk, pour un gaz
de Bose ide´al dans une boˆıte cubique avec conditions aux limites pe´riodiques. La fonction de
coupure fait disparaˆıtre de la somme Eq. (3.8) les termes k ≪ L2. [27]
x. Comme cette pre´cision ne change rien a` la de´monstration mais alourdit les notations,
j’ai choisi de ne pas l’e´crire.
Voyons maintenant la limite pour L grand de chacun des termes. Pour e´valuer A, les





πk ≤ e−3δ2Lǫ/(2β) → 0.
Ceci est vrai pour tout ǫ strictement positif.
Pour le terme B(ǫ), les proprie´te´s a, c et e impliquent que pour tout ǫ < 2/3 on a :






Pour le terme |C(ǫ)| j’utilise les proprie´te´s a d f et g :




tant que ǫ < 1.
Enfin, pour le terme |D(ǫ)| les proprie´te´s a et f impliquent que pour tout ǫ strictement
positif :
|D(ǫ)| ≤ πL2+ǫ |1− RL2+ǫ |L3 ∼ 1− RL2+ǫ → 0. (3.13)
Cette de´monstration est correcte pour tout ǫ strictement compris entre 0 et 2/3.
Conclusion
A` la limite thermodynamique, la diffe´rence entre le parame`tre d’ordre a` longue porte´e
et la somme des poids statistiques des cycles de longueur supe´rieure a` L2 tend vers 0.
La formule Eq. (3.3) signifie que la fraction condense´e est e´gale a` la contribution a`
la fonction de partition des cycles de taille supe´rieure a` L2. Or, un cycle de longueur
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k est mathe´matiquement e´quivalent a` une seule particule, qui serait a` une tempe´rature
k fois plus basse que le syste`me. La longueur de de Broglie d’une telle particule vaut√
2πkβ =
√
kλ, c’est-a`-dire que l’e´talement spatial d’un cycle de longueur k dans une
direction quelconque est de l’ordre de
√
kλ. Ainsi, les cycles de longueur L2 repre´sentent
un e´talement de Lλ, c’est-a`-dire de l’ordre de la taille de la boˆıte (voir Fig. 3.2).
Fig. 3.2 – Un cycle de longueur L2 est formellement e´quivalent a` une seule particule, a` tem-
pe´rature plus basse que le gaz, dont la longueur de de Broglie est de l’ordre de la taille L du
syste`me. L’existence d’un tel cycle contribue a` cre´er un ordre a` longue porte´e dans le syste`me.
Pour le gaz tridimensionnel homoge`ne ide´al, le parame`tre d’ordre de Penrose et On-
sager est donc e´quivalent a` celui de Feynman. Le cas des gaz pie´ge´s harmoniquement est
utile pour comprendre les re´sultats de nombreuses expe´riences actuelles sur les atomes
froids. Il fait l’objet de la partie suivante.
3.2 Gaz ide´al dans un pie`ge harmonique de dimen-
sion d > 1












= 0 avec N0 = 〈0|ρˆ(1)|0〉, (3.14)
pour le gaz de Bose ide´al dans un pie`ge harmonique de dimension D > 1. Ce re´sultat
montre que la condensation de Bose-Einstein est e´quivalente, pour le syste`me e´tudie´, a`
l’existence de cycles infinis au sens de Eq. (3.1), avec A(N) = N1/D.
3.2.1 De´finition de la limite thermodynamique
Il s’agit de faire tendre le nombre de bosons dans le pie`ge vers l’infini, en augmentant
simultane´ment la taille du pie`ge afin que la densite´ moyenne de particules reste constante.
Pour le gaz homoge`ne, la densite´ de particule N/V est une constante fixe´e pour de´finir
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la limite thermodynamique. Pour le gaz pie´ge´, la quantite´ N/RD est fixe´e, avec R la
taille typique du nuage d’atomes. Pour un pie`ge harmonique, R ∼ √kBT/(mω2) est
l’extension typique du nuage thermique. Le rapport N/RD est constant, donc (h¯ω)DN
reste constant. Posons (h¯ω)DN = αD, ou` α est une constante qui caracte´rise le pie`ge,
et qui a la dimension d’une e´nergie. Cette condition est similaire a` η = N/V constante
pour le syste`me homoge`ne.
3.2.2 Condensation de Bose-Einstein
Dans un gaz de Bose ide´al pie´ge´ harmoniquement, la condensation de Bose-Einstein
est possible en dimension D supe´rieure ou e´gale a` 2. Pour D < 2, le nombre de saturation
est infini et il n’y a donc pas de condensat a` tempe´rature non nulle (Section 1.2.2).
La densite´ d’e´tat du gaz pie´ge´ harmoniquement varie en ǫD−1, en fonction de la
dimension D du syste`me [30]. Pour un gaz tridimensionnel pie´ge´, D(ǫ) ∼ ǫ2 donc le














Le gaz de Bose dans un pie`ge harmonique bidimensionnel a e´galement une tempe´rature


















Dans la suite, la fraction condense´e du gaz ide´al harmoniquement pie´ge´ est exprime´e
en fonction de la distribution des longueurs de cycles.
3.2.3 Expression de la fraction condense´e en terme de longueur
de cycles
Pour le gaz de Bose ide´al, la condensation de Bose-Einstein se traduit par l’occupation
macroscopique de l’e´tat fondamental a` une particule |0〉. La matrice densite´ re´duite a` une
particule ρˆ(1) est diagonale dans la base des e´tats propres a` une particule, et le nombre
de bosons dans le condensat s’e´crit :
N0 = 〈0|ρˆ(1)|0〉 =
∫
dD~xdD~x′ψ∗0(~x)ψ0(~x′)ρ
(1)(~x, ~x′, β), (3.16)
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ou` ψ0 est la fonction d’onde du fondamental du pie`ge harmonique.
D’apre`s Eq. (2.15), la matrice densite´ re´duite a` une particule est connue a` partir de la
matrice densite´ pour une seule particule dans le syste`me ρ1. Un syste`me compose´ d’une
seule particule dans un pie`ge harmonique a pour e´nergies propres ǫn = h¯ω(nx + ny +
nz + D/2), et les fonctions propres s’expriment a` l’aide des polynoˆmes de Hermite. Si
on translate l’origine des e´nergies afin que le niveau fondamental ait l’e´nergie nulle, la
matrice densite´ ρ1d,ω1 pour une seule particule dans un pie`ge unidimensionnel de pulsation






























Pour un pie`ge de dimension D > 1, la matrice densite´ s’exprime a` l’aide de ρ1d,ω1 . En
particulier, en trois dimensions :
ρ3d1 (~x,
~x′, β) = ρ1d,ωx1 (x, x
′, β)ρ1d,ωy1 (y, y
′, β)ρ1d,ωz1 (z, z
′, β).
La fonction de partition pour une seule particule dans le pie`ge a` tempe´rature inverse











1− e−kβh¯ω . (3.18)

































i )ρ1d1 (xi, x
′
i, kβ,ωi).
L’e´tude de πk et celle de Rk vont eˆtre utiles pour de´montrer le re´sultat Eq. (3.14).
3.2.4 De´monstration du the´ore`me Eq. (3.14)
A` la limite thermodynamique, deux re´gimes apparaissent, suivant la longueur k du
cycle par rapport a` la quantite´ N1/D. J’utilise les meˆmes notations ≪, ≫, ., etc...
que pour le cas homoge`ne. Les fonctions de partition zk ont pour approximations les
expressions suivantes :
- si kβh¯ω ≪ 1, c’est-a`-dire k ≪ N1/D alors zkN ∼ 1/(N(kβh¯ω)D) = 1(kβ)D .
- si kβh¯ω ≫ 1, c’est-a`-dire k ≫ N1/D alors zkN ∼ 1/N.














pour k ≪ N1/D, (3.19)
et
Rk ∼ 1 et (1− Rk) ∼ De−
kβ
N1/D pour k ≫ N1/D. (3.20)
La meˆme de´monstration que pour le gaz homoge`ne est valable, en remplac¸ant L2 par
N1/D. En effet, les πk et la fonction de coupure Rk ve´rifient encore :
– a- πk est une suite de´croissante.
– b- La somme des πk vaut 1 (normalisation des probabilite´s).
– c- πk . (kβ)
D/N pour k ≪ N1/D.
– d- πN1/D . constante/N.
– e- Rk est une suite positive croissante.
– f- 1− Rk est une suite positive de´croissante.
– g- RN1/D ne de´pend pas de N.
– h- pour k ≪ N1/D on a limN→∞ Rk = 0 d’apre`s Eq. (3.19).
– i- pour k ≫ N1/D on a limN→∞(1− Rk) = 0 d’apre`s Eq. (3.20).
La de´monstration du re´sultat Eq. (3.14) se calque exactement sur la de´monstration
du re´sultat Eq. (3.3) : la somme est de´coupe´e en quatre morceaux, autour de N1/D cette
fois.
3.2.5 Conclusion
Pour un gaz pie´ge´ harmoniquement, en dimension D, la fraction condense´e est e´gale,
a` la contribution a` la fonction de partition des cycles de longueur supe´rieure a` N1/D.
Ces cycles correspondent mathe´matiquement a` des particules effectives qui seraient a`
tempe´rature inverse N1/Dβ, et qui auraient une longueur de de Broglie effective de l’ordre
de N1/(2D)λ.
La condensation de Bose–Einstein est associe´e l’existence de cycles de longueur infinie,
a` la limite thermondynamique. Ce sont les cycles de longueur comprise en Nx et N qui
contribuent au condensat. La suite e´value la valeur moyenne de la distribution de la
longueur des cycles, en fonction de la pre´sence ou non du condensat.
3.3 Longueur moyenne des cycles et fraction conden-
se´e
Le parame`tre e´tudie´ dans cette partie est la longueur moyenne du cycle auquel ap-
partient une particule quelconque, note´e 〈l〉.
Pour un gaz homoge`ne, s’il existe une phase condense´e dans le syste`me, la longueur
moyenne des cycles est macroscopique, c’est-a`-dire 〈l〉 /N a une limite strictement posi-
tive lorsque N → ∞. En revanche en l’absence de condensat 〈l〉 /N a une limite nulle
pour N grand.







Commenc¸ons par le cas non condense´, a` travers les exemples du gaz homoge`ne bidimen-
sionnel a` toute tempe´rature, ainsi que du gaz tridimensionnel a` tempe´rature supe´rieure
a` la tempe´rature de transition T3dBEC (Eq. (3.4)).
3.3.1 Longueur moyenne des cycles en l’absence de condensat
Cette partie explique a` travers deux exemples pourquoi, en l’absence de condensat, la
longueur moyenne des cycles 〈l〉 n’est pas macroscopique.
Exemple du gaz ide´al homoge`ne bidimensionnel
Absence de condensation de Bose–Einstein La densite´ d’e´tat est constante pour
le gaz homoge`ne bidimensionnnel. Le nombre de bosons dans le syste`me, en fonction du








Lorsque µ tend vers ze´ro, N(µ) devient infini. Donc quel que soit le nombre de bosons dans
le syste`me, il existe un potentiel chimique µ non nul qui satisfait la relation : N = N(µ).
C’est pourquoi il n’y a pas accumulation des bosons dans le niveau fondamental. Ceci se
traduit aussi par le fait que le nombre de saturation est infini :
N2d,homsat = lim
µ→0
ln(1− eβµ) = +∞. (3.22)







Longueur moyenne des cycles Ce paragraphe montre que la longueur moyenne 〈l〉






La connaissance d’un majorant de 〈l〉 Eq. (3.21), a` partir d’un majorant de πk, est utile
pour montrer le re´sultat ci-dessus.
Majorant de 〈l〉 L’expression des fonctions de partition a` une particule zk pour un
syste`me homoge`ne ide´al de dimension D est donne´e par Eq. (3.6). En vertu du the´ore`me



































































de ce majorant s’exprime en fonc-

































cette se´rie converge (notons S sa somme) car en l’absence de condensat, la fugacite´ z est




































donc le dernier terme de la somme Eq. (3.25) est majore´ par z/(N(1− z)2), qui a une











car en l’absence de condensat, Eq. (3.23) montre que le nombre de particules dans le
fondamental n’est pas macroscopique.
Cas homoge`ne tridimensionnel pour T > Thom
BEC
Ce paragraphe montre que pour le gaz homoge`ne tridimensionnel au-dessus de la
tempe´rature critique, la longueur moyenne des cycles 〈l〉 n’est pas macroscopique. Pour








































Notons le premier terme de cette somme A. En utilisant la proprie´te´ Eq. (2.14) et en


























Ce majorant est une quantite´ finie, car la fugacite´ z est un re´el strictement infe´rieur a` 1
en l’absence de condensat.
D’apre`s la formule Eq. (2.12), le deuxie`me terme B s’exprime exactement en fonction
du nombre de particules dans l’e´tat fondamental : B = 3N0/(2πβL).























Comme cette somme converge (puisque z < 1), en conclusion : C ≤ 3cste/(2πβL2).
Cette quantite´ a` une limite nulle pour N → ∞.














Donc limN→∞ 〈l〉 /N = 0 : la longueur moyenne des cycles n’est pas macroscopique dans
ce syste`me, pour T > ThomBEC.
3.3.2 Longueur moyenne des cycles en pre´sence de condensat
Ce pargraphe traite le cas du gaz tridimensionnel homoge`ne ide´al, pour T < ThomBEC.
Il y a un condensat de Bose–Einstein, et la suite montre que la longueur moyenne des
cycles est macroscopique a` la limite thermodynamique, et qu’elle s’exprime en fonction


























Le premier terme est majore´ a` l’aide de la proprie´te´ de normalisation des πk : ∑
N
k=1 πk = 1.
















Le premier terme de la somme Eq. (3.28) ne donne donc pas de contribution macro-
scopique a` la longueur moyenne des cycles. En revanche, le lemme suivant Eq. (3.29),
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dont la de´monstration de trouve en annexe (Appendix 8.1) permet de montrer que la
contribution du deuxie`me terme est macroscopique.




= 1k≤N0 , (3.29)
ou` 1k≤N0 de´signe la fonction carate´ristique qui vaut 1 sur l’intervalle [0,N0[ et 0 sur

































Pour le gaz ide´al homoge`ne a` deux ou trois dimensions, l’existence d’un condensat






> 0 <=> existence d’un condensat de Bose–Einstein (3.30)
Dans la de´monstration de ce re´sultat, la pre´sence d’un plateau dans la distribution des
longueurs de cycles du gaz condense´ est cruciale.
Or, dans le cas du gaz pie´ge´, la distribution des longueurs de cycles pre´sente aussi
ce plateau pour le gaz condense´. De meˆme, les simulations nume´riques [20] montrent
que pour un syste`me tridimensionnel pie´ge´ ou homoge`ne, l’allure de la distribution des
longueurs de cycle reste proche de celle du gaz ide´al. C’est pourquoi le re´sultat Eq. (3.30)
s’e´tend probablement aux syste`mes pie´ge´s et aux syste`mes avec des interactions faibles.
Dans [27], nous avons calcule´ la longueur moyenne du cycle le plus long 〈lmax〉 dans
un gaz ide´al avec condensat de Bose–Einstein, et nous avons montre´ qu’elle est propor-
tionnelle au nombre de bosons dans le condensat :
〈lmax〉 ∼ 0.624N0, c’est-a`-dire 〈lmax〉
N
∼ 0.624η0 (3.31)
Ce re´sultat donne un autre e´clairage sur le lien entre condensat et cycles longs.
Pour des gaz en interaction, l’e´quivalence entre la condensation de Bose–Einstein et
la pre´sence de cycles infinis est mise en doute dans [23], par un contre-exemple qui de´crit
un cas ou` il y a des cycles infinis en l’absence de condensat.
La suite discute ce contre-exemple, et montre pourquoi je ne le trouve pas convaincant.
3.4 Cycles infinis sans condensat ?
Dans [23], Ueltschi pre´sente l’exemple d’un cristal a` tempe´rature tre`s basse, dans
lequel il y aurait une densite´ non nulle de particules dans des cycles de longueur infinie,
sans condensat de Bose-Einstein.
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3.4.1 Un contre-exemple ?
La densite´ de particules dans des cycles de longueur k, pour un syste`me fini a` N
particules est note´ ρ(k). ρ∞ est la fraction de particules dans des cycles infinis. Cette








ou` limthermo de´signe la limite thermodynamique. Enfin, ρ est la densite´ totale de particules
dans le syste`me (j’ai pose´ ρ = 1 dans les calculs pre´ce´dents). Ce qui est note´ ici ρ(k)
correspond au πk dans les notations de ma the`se.
L’auteur montre, par des arguments sur les trajectoires en temps imaginaire qui contri-
buent a` la fonction de partition, que dans le cas d’un cristal toutes les particules appar-
tiennent a` des cycles de longueur infinie a` la limite de la tempe´rature nulle, c’est-a`-dire :
lim
β→∞
ρ∞ = ρ. (3.32)
Il en de´duit qu’il existe une tempe´rature non nulle suffisamment basse pour laquelle
ρ∞ > 0. Or, dans le cas du cristal il affirme que la fraction condense´e est nulle (ρ0 = 0).
Le cas du cristal constiturait donc un exemple ou` il y a une densite´ non nulle de particules
dans les cycles infinis, sans fraction condense´e. Il en conclut que condensat et cycles infinis
ne sont en ge´ne´ral pas e´quivalents.
3.4.2 Discussion
Il ne me semble pas qu’on puisse de´duire de l’e´quation Eq. (3.32) qu’il existe une
tempe´rature finie pour laquelle la densite´ des particules dans les cycles infinis est non
nulle.









ou` ρ(k, T) de´signe la densite´ de particules dans des cycles de longueur k pour T fixe´e.
Pour le gaz sans interaction, cette fonction est continue en T = 0.
Continuite´ en T = 0, pour le gaz ide´al tridimensionnel En effet, a` tempe´rature
nulle πk = 1/N, pour toute longueur de cycle k, donc ρ(k, T = 0) = 1/N, et
∀k, lim
thermo
ρ(k, T = 0) = 0.
Donc ρ∞(T = 0) = ρ. De plus, a` tempe´rature non nulle la limite thermodynamique de

























ou` g3/2(z) = ∑
∞
n=1 z
n/n3/2. La limite de la fugacite´ a` tempe´rature nulle vaut 1, et
g3/2(1) = ζ(3/2) est un re´el, donc limT→0 ρ∞(T) = ρ. Pour le gaz ide´al, la fonction ρ∞
est donc continue en T = 0.
En revanche, la suite montre que pour un gaz en interaction faible, cette fonction est
discontinue en T = 0. Dans le cas du cristal, ou` les bosons inte´ragissent fortement, il est
probable que la fonction soit aussi discontinue en T = 0. Dans ce cas, on ne peut pas
de´duire de ρ∞(T = 0) = ρ qu’il existe T > 0 telle que ρ∞(T) > 0. En effet, la densite´
des cycles infinis effectue e´ventuellement un saut de ρ a` ze´ro entre T = 0 et T > 0. Bien
que nous ne sachions pas de´montrer qu’un tel saut existe, rien ne prouve qu’il n’existe
pas.
3.4.3 Discontinuite´ en T = 0 de la fonction ρ∞(T) pour un gaz
homoge`ne avec des inte´ractions faibles




ρ∞(tp) = ρ∞(0). (3.34)















= ρ− 0 = ρ. (3.35)
Comme l’e´tat fondamental de tout syste`me a` N particules est a` syme´trie bosonique, les
permutations ont toutes le meˆme poids et ρ(n, 0) = 1/N (voir Fig. 2.1 pour β = 100 ,
c’est-a`-dire T ∼ 0).
J’e´value maintenant ρ∞(tp) pour tp fini. La premie`re partie de [23] montre, pour
un gaz en interactions faibles, l’e´galite´ ρ∞(tp) = ρ0(tp), ou` ρ0(tp) de´signe la fraction
condense´e a` tempe´rature tp. Donc
lim
p→∞ ρ∞(tp) = limp→∞ ρ0(tp). (3.36)
Or, les interactions provoquent la de´ple´tion du condensat, c’est-a`-dire qu’a` tempe´ra-
ture nulle, la fraction condense´e est strictement infe´rieure a` 1 [28]. Donc ρ0(0) < ρ, et
limp→∞ ρ∞(tp) < ρ. C’est pourquoi la condition Eq. (3.34) n’est pas ve´rifie´e. La fonction
ρ∞ est donc discontinue en T = 0.
Dans cet exemple du cristal, il me semble que la densite´ de particules dans les cycles de
longueur infinie est nulle a` toute tempe´rature non nulle. L’exemple e´ventuel d’un syste`me
avec une densite´ non nulle de particules dans des cycles de longueur infinie, mais pas
de fraction condense´e reste a` trouver. Mais ma conjecture reste que la condensation de
Bose-Einstein est e´quivalente a` la pre´sence de cycles infinis.
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3.5 Conclusion
Dans cette partie, deux formules sont de´montre´es, qui donnent la fraction condense´e
en fonction de la distribution des longueurs de cycles, respectivement pour le gaz ide´al
homoge`ne tridimensionnel, et pour le gaz ide´al confine´ dans un pie`ge a` deux ou trois
dimensions. Ces formules montrent que la fraction condense´e correspond a` la somme
des poids statistiques des cycles de longueur infinie, a` la limite thermodynamique. Cette
partie montre aussi que s’il existe un condensat de Bose-Einstein, la longueur moyenne
des cycles est macroscopique .
Mon hypothe`se est que ces re´sultats sont encore valables pour des gaz en inte´raction.
Les simulations nume´riques confirment cette hypothe`se [20], et aucun contre-exemple ne
permet pour l’instant de la mettre en doute.
Dans la suite de cette partie concerne la superfluidite´ des gaz de Bose. C’est un
phe´nome`ne proche de la condensation de Bose-Einstein [29], qui a aussi une interpre´tation




Superfluidite´ et cycles infinis
La superfluidite´ a e´te´ interpre´te´e en 1938 par London [29] comme une conse´quence
de la condensation de Bose–Einstein. Les deux phe´nome`nes sont en effet lie´s, du fait
qu’ils concernent les meˆmes types de syste`mes (bosons a` basse tempe´rature), et qu’ils se
traduisent tous les deux par des corre´lations a` longue porte´e. Cependant, il existe des
syste`mes pour lesquels la superfluidite´ apparaˆıt en l’absence de condensation de Bose-
Einstein. Il est donc clair que les deux phe´nome`nes ne sont pas identiques.
Cette partie, traite d’abord le cas du gaz homoge`ne tridimensionnel, pour lequel
condensation de Bose–Einstein et superfluidite´ sont deux phe´nome`nes e´quivalents a` la
limite thermodynamique, et lie´s a` l’apparition de cycles de longueur infinie.
L’e´tude du gaz homoge`ne bidimensionnel conduit a` faire quelques conjectures sur
la distribution des longueurs des cycles, ainsi que sur l’allure des trajectoires en temps
imaginaire, pour un gaz de Bose avec interactions re´pulsives.
La longueur moyenne des cycles est un crite`re qui pourrait distinguer la condensation
de Bose–Einstein de la superfluidite´. En effet, la Section 3.3 montre que la condensation
de Bose-Einstein est lie´e au caracte`re macroscopique de la longueur moyenne des cycles,
alors que j’expose ici une conjecture qui associe la superfluidite´ a` des cycles de longueur
moyenne infinie, mais non macroscopique.
Cette conjecture, faite pour des syste`mes homoge`nes, implique que la condensation
de Bose–Einstein est une condition suffisante, mais non ne´cessaire a` la superfluidite´.
4.1 Superfluidite´ et cycles longs pour le gaz homo-
ge`ne tridimensionnel
La formule Eq. (1.15) donne la fraction superfluide a` l’aide de la formulation en in-
te´grale de chemin. Pour le gaz sans interaction on peut calculer explicitement la valeur
moyenne du carre´ de l’indice des chemins. Ceci permet de comparer la fraction condense´e
et la fraction superfluide, pour se rendre compte qu’elles sont e´gales a` la limite thermody-
namique. Ce calcul montre que dans un gaz de Bose homoge`ne tridimensionnel, la fraction
superfluide est, comme la fraction condense´e, donne´e par le poids statistique des cycles


















< W2 > L2
3βL3
, (4.1)
pour le gaz de Bose ide´al homoge`ne tridimensionnel, avec conditions aux limites pe´rio-
diques, densite´ de particules η fixe´e a` 1, et h¯ = m = 1.
4.1.1 Expression de la fraction superfluide en terme de lon-
gueurs de cycles
Dans le papier [20] la fraction superfluide d’un syste`me bosonique est exprime´e en









< w2 >k, (4.2)
avec



























Utiliser la statistique des cycles permet de montrer que dans la limite thermodynamique,
la fraction condense´e et la fraction superfluide sont les meˆmes. Pour retrouver des no-
tations similaires a` celles de la partie pre´ce´dente, je pose R˜k = L

















La fonction de coupure R˜k s’exprime a` l’aide de la meˆme fonction θ3(u, q) introduite
pour l’e´tude de la condensation de Bose–Einstein d’un gaz homoge`ne tridimensionnel
Section 3.1.
4.1.2 De´monstration du re´sultat Eq. (4.1)














R˜k ve´rifie les meˆmes proprie´te´s e a` i que Rk(δ) (Section 3.1), la distribution des longueurs














Ainsi, a` la limite thermodynamique, la fraction superfluide est donne´e par la somme des
probabilite´s d’avoir des cycles de longueur supe´rieure a` L2, comme la fraction condense´e.
Conclusion
Dans cette ge´ome´trie, superfluidite´, condensation de Bose–Einstein et existence de
cycles de longueur infinie sont trois phe´nome`nes e´quivalents a` la limite thermodynamique.
Cependant ce sont des quantite´s diffe´rentes pour des syste`mes finis. En effet les fonctions
de coupure Rk et R˜k associe´es respectivement a` la fraction condense´e et a` la fraction
superfluide sont diffe´rentes.
4.1.3 Syste`me homoge`ne tridimensionnel avec interactions
Dans la formulation en inte´grale de chemin, les trajectoires en temps imaginaire sont
des mouvements browniens pour le gaz sans interaction. Pour le gaz avec des interactions
re´pulsives, la marche ale´atoire n’est plus comple`tement libre. Les particules ne peuvent
pas se trouver trop proches les unes des autres, donc la marche ale´atoire se rapproche
d’une marche ale´atoire auto-e´vitante.
En trois dimensions, la marche ale´atoire auto-e´vitante et la marche ale´atoire normale
ont la meˆme loi de dispersion en racine du temps de parcours. Pour le gaz avec interactions
re´pulsives, la distance moyenne parcourue par un cycle de longueur k est, comme pour
le gaz ide´al, de l’ordre de
√
kλ. C’est pourquoi l’allure de la fonction de coupure reste
vraisemblablement inchange´e lorsqu’on tient compte des interactions re´pulsives.
Si la distribution des longueurs de cycles n’est pas notablement modifie´e par les in-
teractions, la formule Eq. (4.3) montre que la fraction superfluide est encore donne´e par
la somme des probabilite´s d’avoir des cycles de longueur supe´rieure a` L2.
En revanche, en deux dimensions, le gaz homoge`ne ne connaˆıt pas de transition de
Bose-Einstein alors que la transition superfluide est possible en pre´sence d’interactions.
Ces deux phe´nome`nes ne sont donc pas e´quivalents.
4.2 Gaz homoge`ne bidimensionnel
Le gaz de Bose ide´al homoge`ne bidimensionnel n’a pas de transition de Bose-Einstein,
ni de transition superfluide, ni de cycles infinis. Cependant, des proprie´te´s de cohe´rence
subsistent, et le gaz en interactions re´pulsives a une transition de Kosterlitz-Thouless
vers une phase superfluide. Dans ce syste`me, les interactions changent profonde´ment la
nature des phases observe´es. Le gaz de Bose homoge`ne bidimensionnel est donc un syste`me
interessant pour l’e´tude de l’influence des interactions sur la distribution des longueurs
de cycles. Je ne pre´sente pas de re´sultat rigoureux ici, mais simplement des conjectures.
55
4.2.1 Gaz ide´al bidimensionnel
Comme il a e´te´ rappele´ en Eq. (3.22), le nombre de saturation du gaz ide´al homoge`ne
bidimensionnel est infini, et ce syste`me n’a pas de transition de Bose-Einstein.
Pas de cycles infinis
L’e´tude de la distribution de la longueur des cycles a de´ja` montre´ pre´ce´demment
que la longueur moyenne des cycles n’est pas macroscopique (Eq. (3.26)). La courbe
(Fig. 4.1) montre la distribution des longueurs des cycles, calcule´e a` l’aide de la formule
de Landsberg Eq. (2.1). La de´croissance des coefficients πk est exponentielle pour des
grands syste`mes. Les effets de taille finie sont importants pour le gaz bidimensionnel. A`
la limite thermodynamique, la distribution des longueurs de cycles est πk ∼ zk/(2πβk),








































Fig. 4.1 – Distributions des longueurs de cycles pour le gaz homoge`ne bidimensionnel sans
interaction.
Connaissant la distribution des longueurs de cycles, on peut en conclure qu’il n’existe
pas de cycles de longueurs infinie au sens de Eq. (3.2) dans le gaz ide´al bidimensionnel.

















zk/(2πβk) = − ln(1− z)
2πβ
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La densite´ de particules dans les cycles de longueur infinie est donc nulle pour le gaz
homoge`ne ide´al bidimensionnel.
Pas de superfluide
Dans le cas d’un gaz homoge`ne bidimensionnel, de densite´ surfacique η = 1, la formule









L’existence d’un superfuide est donc e´quivalente a` la non-nullite´ de la valeur moyenne du
carre´ de l’indice des chemins. Or, pour avoir un indice non nul, un chemin doit parcourir
au moins la distance L. Pour le gaz ide´al, les chemins imaginaires sont des trajectoires
browniennes, donc leur dispersion est en racine carre´e du temps imaginaire. Pour qu’un
cycle donne une contribution non nulle a` la valeur moyenne du carre´ de l’indice, sa
longueur doit eˆtre supe´rieure ou e´gale a` L2. Connaissant la de´croissance exponentielle
de la distribution des longueurs de cycles pour le gaz ide´al, il est clair que la fraction
superfluide est nulle.
Conclusion
Le gaz ide´al homoge`ne bidimensionnel n’a pas de transition superfluide, pas de transi-
tion de Bose–Einstein, et pas de cycle de longueur infinie. En revanche, si on tient compte
des interactions il existe une transition de Kosterlitz-Thouless vers une phase superfluide.
4.2.2 Gaz homoge`ne bidimensionnel avec inte´ractions re´pulsives
Ce paragraphe expose nos hypothe`ses sur l’allure possible de la distribution des cycles,
qui traduirait une transition superfluide sans condensation de Bose-Einstein.
Le gaz homoge`ne bidimensionnel en interaction connaˆıt une transition de Kosterlitz-
Thouless. Au-dessus de la tempe´rature de transition, le gaz est normal, et le quasi-ordre a`
longue porte´e est de´truit par la prolife´ration de vortex libres. En dessous de la transition,
les vortex marchent par paires, et il existe un quasi-ordre a` longue porte´e dans le syste`me,
c’est-a`-dire que les corre´lations de´croissent alge´briquement [35]. Voyons quelle distribution
des longueurs de cycles pourrait traduire ce quasi-ordre a` longue porte´e.
Effet des interactions re´pulsives sur la fonction de coupure R˜k
Tenir compte des interactions re´pulsives entre les atomes interdit de conside´rer les tra-
jectoires en temps imaginaire comme des marches ale´atoires normales. En effet a` cause de
la re´pulsion entre atomes, les trajectoires en temps imaginaire se rapprochent des marches
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ale´atoires auto-e´vitantes. Or en deux dimensions, l’extansion typique d’une marche ale´a-
toire auto-e´vitante n’est plus en racine du temps de parcours mais en une puissance γ du
temps de parcours, avec 1/2 < γ < 1 [31] (plus pre´cise´ment γ = 3/4 [32]). Ainsi, pour
un gaz bidimensionnel avec interactions re´pulsives, un cycle de longueur k parcourt une
distance typique (2πβk)γ supe´rieure a` la distance typique parcourue dans le cas ide´al.
C’est pourquoi l’allure de la fonction de coupure R˜k doit eˆtre modifie´e. Ma conjecture
est :
R˜2d,intk ∼ 0 pour k ≪ L1/γ et R˜2d,intk ∼ (2πkβ)2γ/L2 pour k ≫ L1/γ. (4.5)
Si la distribution des longueurs de cycles reste la meˆme que pour le cas ide´al, et que la
fonction de coupure est Eq. (4.5), alors la formule Eq. (4.4) donne une fraction superfluide

























2γ− 1 < 1, donc la somme est majore´e par la se´rie ∑∞k=1 zkk qui converge vers z/(1− z)2.
La fraction superfluide est donc nulle a` toute tempe´rature non nulle.




en fonction de la distribution des cycles
Eq. (4.2) reste valable pour le gaz en interaction, il faut tenir compte de l’effet des
interactions non seulement sur la fonction de coupure, mais aussi sur la distribution des
longueurs de cycles afin d’obtenir une fraction superfluide non nulle.
Effet des interactions repulsives sur la distribution des longueurs de cycles
Voici un argument qualitatif, expliquant pourquoi les interactions re´pulsives favorisent
les longs cycles au de´triment des petits cycles.
Les cycles courts, par exemple de longueur 2 ou 3 correspondent a` des trajectoires
en temps imaginaires pour lesquelles les particules doivent eˆtre tre`s proches les unes des
autres. Or, les interactions re´pulsives rendent cette proximite´ peu probable.
En revanche, un long cycle traversant e´ventuellement les limites pe´riodiques du sys-
te`me, peut eˆtre compose´ de particules qui restent a` distance constante les unes des autres
au cours du temps imaginaire. C’est pourquoi les interactions repulsives, en basse dimen-
sion, favorisent les grands cycles au de´triment des petits cycles.
Conjecture sur la distribution des longueurs de cycles Dans le chapitre pre´ce´-
dant, il a e´te´ montre´ que la condensation de Bose-Einstein est caracte´rise´e par l’existence
d’un palier dans la distribution des longueurs des cycles. Ainsi, pour k supe´rieur a` une
certaine valeur qui de´pend du syste`me conside´re´, et k < N0, Nπk ∼ 1. La condensa-
tion de Bose-Einstein est aussi caracte´rise´e par le fait que lim|x−x′|→∞ ρ(1)(x, x′, β) =
constante > 0.
Pour les syste`mes en phase normale, ρ(1)(x, x′, β) de´croˆıt exponentiellement en fonc-
tion de la distance |x− x′|. Ceci est accompagne´ par une de´croissance exponentielle du
poids statistique des cycles longs : Nπk ∼ zk/(2πβk), avec z < 1.
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Par analogie, puisque la superfluidite´ en dimension deux est caracte´rise´e par la de´-
croissance alge´brique des corre´lations ρ(1)(x, x′, β) en fonction de la distance |x− x′|, je
propose une distribution des longueurs de cycles en :
Nπk ∝ 1/k
α pour k grand. (4.6)
La distribution des cycles pour k petit doit eˆtre adapte´e afin que la condition de norma-
lisation soit remplie. Voyons les conse´quences de cette hypothe`se.
La formule Eq. (4.2), avec la fonction de coupure R˜2d,intk (Eq. (4.5)) et l’hypothe`se




















finie et non nulle.
Cette distribution des longueurs de cycles donne une longueur moyenne des cycles
infinie, mais pas macroscopique. En effet 〈l〉 ∼ N1−α = N2(1−γ) → ∞, et 〈l〉 /N ∼
N1−2γ → 0 car 1 < 2γ < 2.
Ceci co¨ıncide avec l’ide´e que la condensation de Bose-Einstein est e´quivalente au carac-
te`re macroscopique de la longueur moyenne des cycles, alors qu’une longueur moyenne des
cycles infinie, mais non macroscopique suffirait a` donner lieu a` la superfluidite´. Alors que
la diffe´rence n’est pas visible en trois dimensions, les syste`mes bidimensionnels permettent
de distinguer les phe´nome`nes de condensation de Bose-Einstein et de superfluidite´.
La distribution donne´e ici est une hypothe`se sans justification, mais qui donnnerait
des re´sultats corrects. Il faudrait maintenant calculer nume´riquement la distribution des
longueurs de cycles pour le gaz homoge`ne bidimensionnel en interaction, afin de vraiment




Cette partie montre que le parame`tre d’ordre de la condensation de Bose-Einstein
donne´ par Penrose et Onsager est e´quivalent a` l’existence de cycles de longueur infinie,
pour des syste`mes sans interaction. Des arguments en faveur de la ge´ne´ralisation de ce
re´sultat aux syste`mes en interaction ont e´galement e´te´ pre´sente´s.
La condensation de Bose–Einstein est e´quivalente au caracte`re macroscopique de la
longueur moyenne des cycles, c’est-a`-dire proportionnelle au nombre N de bosons dans le
syste`me, pour les gaz homoge`nes ide´aux. Cette relation est vraisemblablement correcte en
ge´ne´ral. La superfluidite´ dans un syste`me homoge`ne tridimensionnel requiert e´galement
une longueur moyenne des cycles macroscopique. En revanche, pour le gaz bidimensionnel
en interaction re´pulsive, la superfluidite´ correspondrait a` une longueur moyenne des cycles
infinie, mais non proportionnelle a` N .
L’e´tude du gaz de Bose bidimensionnel homoge`ne demande a` eˆtre approfondie. Des
simulations nume´riques seraient utiles pour comprendre comment la statistique des cycles
est modifie´e par les interactions. Il manque encore une de´monstration rigoureuse de l’e´qui-
valence entre l’existence de cycles infinis et la condensation de Bose-Einstein pour des
gaz en interactions.
Dans la suite, nous nous sommes inte´resse´s aux proprie´te´s du gaz bidimensionnel avec
interactions re´pulsives dans un pie`ge. Les proprie´te´s de ce gaz sont diffe´rentes de celles du
gaz homoge`ne, donc cette e´tude n’a pas donne´ d’e´clairage sur les conjectures Eq. (4.5) et
Eq. (4.6). En revanche, tout ce travail sur la statistique des longueurs de cycles a trouve´









Les proprie´te´s des transitions de phase sont conditionne´es par la dimensionalite´ des
syste`mes physiques e´tudie´s. Dans des syste`mes unidimensionnels ou bidimensionnels, la
densite´ d’e´tat est modifie´e par rapport aux syste`mes tridimensionnels, et les fluctua-
tions thermiques de´truisent l’ordre a` longue porte´e. Alors qu’il existe une transition de
Bose-Einstein a` tempe´rature non nulle pour un gaz bosonique homoge`ne tridimension-
nel, cette transition est absente en dimension un ou deux, pour des syste`mes homoge`nes.
En effet, d’apre`s le the´ore`me de Hohenberg [34], la condensation de Bose-Einstein est
impossible dans un gaz homoge`ne bidimensionnel, avec ou sans interaction. Les fluctua-
tions thermiques de´truisent l’ordre a` longue porte´e dans les syste`mes de basse dimension.
Cependant, des proprie´te´s de cohe´rence du gaz peuvent subsister. Les fluctuations ther-
miques ne de´truisent pas la superfluidite´ dans le gaz de Bose uniforme bidimensionnel
en interaction re´pulsive. On peut alors observer une transition de Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless (BKT) vers une phase superfluide [35], caracte´rise´e par un quasi-ordre a` longue
porte´e (de´croissance alge´brique des corre´lations).
Les gaz de Bose en basse dimension suscitent actuellement un grand inte´reˆt aupre`s
de expe´rimentateurs et des the´oriciens. Des expe´riences e´tudient les gaz quantiques en
deux dimensions ([6], [39]), ou` des transitions de phase caracte´rise´es par l’apparition de
phe´nome`nes de cohe´rence sont observe´es. Les gaz de Bose unidimensionnels pre´sentent des
proprie´te´s diffe´rentes des gaz en deux ou trois dimensions ( [37], [38]). Pour comprendre
les expe´riences, il faut tenir compte de plusieurs effets qui se conjuguent, dont voici une
liste non exhaustive.
– Des effets duˆs a` la re´duction de la dimensionalite´, comme la disparition du conden-
sat de Bose-Einstein dans un gaz uniforme, si on passe de la dimension trois a` la
dimension deux.
– Dans certaines expe´riences, les atomes sont pie´ge´s. La densite´ d’e´tat d’un gaz pie´ge´
est diffe´rente de celle d’un gaz homoge`ne de meˆme dimension, donc l’existence
d’un condensat de Bose-Einstein est conditionne´e par la ge´ome´trie du syste`me. Par
exemple, alors que le gaz ide´al homoge`ne bidimensionnel n’a pas de transition de
Bose-Einstein, le gaz ide´al bidimensionnel pie´ge´ condense a` tempe´rature non nulle.
De plus, le fait de confiner les atomes dans un pie`ge modifie la densite´ atomique :
elle n’est plus uniforme, comme dans le cas du gaz homoge`ne. Dans le cas du gaz
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bidimensionnel pie´ge´, la densite´ au centre du pie`ge diverge pour une tempe´rature in-
fe´rieure a` la tempe´rature de transition de Bose-Einstein. Le the´ore`me de Hohenberg
n’est alors plus applicable.
– Les expe´riences mettent en jeu des atomes en interaction, la the´orie doit donc tenir
compte des conse´quences physiques des interactions. Par exemple, des interactions
re´pulsives dans un gaz de Bose confine´ dans un pie`ge bidimensionnel de´truisent
le condensat, puisqu’elles empeˆchent la divergence de la densite´ de particules au
centre du pie`ge [36]. En revanche, les interactions re´pulsives dans un gaz de Bose
bidimensionnel homoge`ne ne de´truisent pas la superfluidite´.
– Enfin, lors d’une comparaison entre la the´orie et l’expe´rience, les effets de taille finie
inhe´rents aux syste`mes re´els peuvent eˆtre significatifs.
Nous avons tout d’abord mis en place un mode`le simple permettant de tenir compte
du fait que les syste`mes expe´rimentaux ne sont pas exactement bidimensionnels. Puis,
nous avons ajoute´ a` ce mode`le l’effet des interactions, graˆce a` une the´orie de champ
moyen.
Cette partie commence par une pre´sentation du contexte expe´rimental actuel de
l’e´tude du gaz de Bose bidimensionnel pie´ge´. Vient ensuite une e´tude du gaz sans in-
teraction dans un pie`ge quasi-bidimensionnel. Cette e´tude souligne l’importance de tenir
compte de l’e´paisseur du syste`me re´el, meˆme si elle est tre`s faible. Le dernier chapitre
pre´sente notre the´orie de champ moyen, et compare les pre´dictions de notre me´thode




Gaz de Bose bidimensionnel : contexte expe´rimental
Apre`s quelques rappels sur la the´orie du gaz de Bose bidimensionnel, avec ou sans
interaction, ce chapitre pre´sente deux expe´riences actuelles sur les gaz d’atomes froids,
concernant des bosons dans un pie`ge bidimensionnel. La premie`re a lieu au Laboratoire
Kastler Brossel (LKB), et met en jeu des atomes de Rubidium. La seconde se de´roule
au NIST, avec des atomes de Sodium. Ces expe´riences cherchent a` identifier les phases
du nuage atomique bidimensionnel, pour des tempe´ratures proches de la tempe´rature de
de´ge´ne´rescence.
5.1 La the´orie des gaz bidimensionnels pie´ge´s
5.1.1 Gaz de Bose homoge`ne bidimensionnel
Comme il a e´te´ rappele´ en premie`re partie, il n’existe pas de transition de Bose-
Einstein pour le gaz ide´al bidimensionnel homoge`ne, car le nombre de saturation associe´
a` ce syste`me est infini. Cependant, des proprie´te´s de cohe´rence subsistent dans ce syste`me,
et en pre´sence d’interactions re´pulsives, il existe une transition de Kosterlitz-Thouless vers
une phase superfluide. Au-dessus de la tempe´rature de transition TBKT, le gaz est dans
une phase normale. Il contient des vortex isole´s, qui de´truisent la cohe´rence. En revanche,
pour T < TBKT, les vortex s’assemblent sous forme de paires vortex/antivortex, et un
quasi-ordre a` longue porte´e s’installe dans le gaz [35].
5.1.2 Gaz ide´al dans un pie`ge harmonique bidimensionnel iso-
trope
Contrairement au gaz de Bose ide´al uniforme, le gaz de Bose ide´al dans un pie`ge
harmonique a une tempe´rature non nulle de transition de Bose-Einstein. En effet, le













Si le pie`ge n’est pas isotrope, on doit remplacer dans les formules la pulsation ω par la
moyenne ge´ome´trique
√
ωxωy des pulsations dans les directions x et y.
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L’e´tude du gaz de Bose ide´al dans un pie`ge harmonique, en terme de statistique des
cycles (Section 3.2.3) a montre´ que pour T < T2dBEC, la fraction condense´e est e´gale, a` la




Une particularite´ du gaz de Bose ide´al dans un pie`ge harmonique bidimensionnel est
la divergence de la densite´ de particules au centre du pie`ge, dans la phase condense´e. En
effet, une approche semi-classique permet de calculer la densite´ de bosons dans le pie`ge
a` la limite thermodynamique, lorsque les niveaux d’e´nergie sont faiblement espace´s :
n(r)λ2 = − ln(1− eβ(µ−mω2r2/2)). (5.2)
S’il y a condensation de Bose-Einstein le potentiel chimique tend vers ze´ro a` la limite
thermodynamique. Alors la densite´ de bosons au centre du pie`ge devient infinie. Cette
caracte´ristique n’est plus vraie en trois dimensions. Le fait que la densite´ diverge au centre
du pie`ge rend inapplicable le the´ore`me de Hohenberg pour le gaz pie´ge´.
5.1.3 Gaz avec interactions re´pulsives, dans un pie`ge harmo-
nique bidimensionnel
Les interactions re´pulsives re´gularisent la densite´ de bosons au centre du pie`ge. C’est
pourquoi elles de´truisent le condensat [36]. En revanche, une transition de Kosterlitz-
Thouless est encore possible, et me`ne a` un gaz superfluide.
5.2 Les expe´riences en deux dimensions
Une me´thode pour explorer la physique du gaz de Bose bidimensionnel consiste a`
construire un pie`ge en forme de creˆpe : la taille du pie`ge selon l’une des trois directions de
l’espace est tre`s petite devant la taille du pie`ge selon les autres dimensions. Pour un pie`ge
harmonique e´crase´ selon l’axe vertical, cela se traduit par h¯ωz ≫ h¯ωx et h¯ωz ≫ h¯ωy.
Le syste`me peut eˆtre conside´re´ comme purement bidimensionnel lorsque les conditions
kBT ≪ h¯ωz et µ≪ h¯ωz sont remplies. Dans ce cas, le mouvement d’un atome selon l’axe
vertical 0z est gele´ dans l’e´tat fondamental gaussien de l’oscillateur harmonique.
5.2.1 Expe´rience du LKB [6]
Dans cette expe´rience, deux nuages quasi-bidimensionnels sont cre´e´s a` partir d’un gaz
pie´ge´ tridimensionnel d’atomes de Rubidium 87 . En faisant interfe´rer les deux nuages, des
informations sur la cohe´rence et les fluctuations de phases de ces syste`mes sont accessibles.
Cette expe´rience a permis d’observer la transition de Kosterlitz Thouless pour le gaz pie´ge´
quasi-bidimensionnel.
De´roulement de l’expe´rience
Cre´ation de deux nuages quasi-bidimensionnels de Rubidium 87 Un gaz de´ge´-
ne´re´ tridimensionnel d’atomes de Rubidium 87 est cre´e´ par e´vaporation radio-fre´quence
dans un pie`ge magne´tique a` syme´trie cylindrique. Un re´seau optique de pas d = 3µm est
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utilise´ pour se´parer le gaz pie´ge´ tridimensionnel en deux nuages inde´pendants, et pour les
compresser dans un re´gime bidimensionnel. Le re´seau optique est forme´ par l’intersection
de deux faisceaux laser de longueur d’onde 532 nm.
Les deux nuages ainsi obtenus sont confine´s dans le plan x− y par un pie`ge magne´tique
de pulsations ωx et ωy. Les nuages sont paralle`les, presque bidimensionnels, et allonge´s
dans la direction y. Les fre´quences de pie´geage sont : ωx/(2π) = 11Hz, ωy/(2π) =
130Hz et ωz/(2π) = 3.6kHz [6].
Le nombre total d’atomes par plan est N ∼ 105. Les nuages ont une extension spatiale
de 120µm et 10µm dans les directions x et y.
Ensuite, les deux nuages vont interfe´rer. Pour pouvoir tirer de l’interfe´rence des in-
formations thermodynamiques, il faut au pre´alable que les nuages soient a` la meˆme tem-
pe´rature. La thermalisation est assure´e par les atomes de haute e´nergie : ceux-ci peuvent
voyager presque librement entre les deux nuages.
Interfe´rences entre les deux nuages Lorsque les nuages sont a` la meˆme tempe´ra-
ture (c’est-a`-dire 200 ms apre`s la fin du de´coupage du nuage tridimensionnel initial), les
potentiels de confinement sont subitement supprime´s. Alors, les deux nuages entrent en
expansion, surtout dans la direction z. Lorsqu’ils se recouvrent, une figure d’interfe´rence
en trois dimensions apparaˆıt. Apre`s 20 ms de temps de vol, la projection de la figure d’in-
terfe´rence est enregistre´e par une came´ra CCD a` l’aide de l’absorption d’un laser sonde
re´sonnant.
Quantite´s observe´es
Le contraste des franges d’interfe´rence donne des informations sur la cohe´rence locale
dans les nuages bidimensionnels : plus le contraste est fort, plus la cohe´rence est forte.
Les fluctuations de phase, qui se traduisent par l’ondulation des franges d’interfe´rence,
renseignent sur la cohe´rence a` longue porte´e. A` basse tempe´rature, le contraste est e´leve´,
et les fluctuations de phase sont faibles, donc les franges sont rectilignes. Lorsque la
tempe´rature augmente le contraste diminue et les franges ondulent de plus en plus. Cette
expe´rience met en e´vidence le « quasi-ordre a` longue porte´e », c’est-a`-dire la de´croissance
alge´brique des corre´lations.
Comme il y a deux nuages superpose´s dans cette expe´rience, il n’est pas possible de
de´tecter les vortex simplement comme des trous de densite´. En revanche, comme un vortex
est aussi associe´ a` un de´faut de phase, les figures d’interfe´rence peuvent rendre compte de
la pre´sence de vortex. Cette expe´rience met en e´vidence des dislocations dans les figures
d’interfe´rence a` haute tempe´rature. Ces dislocations sont la signature de la pre´sence de
vortex libres dans le gaz, au-dessus de la tempe´rature de transition. En revanche, une paire
vortex-antivortex suffisamment proches l’un de l’autre ne provoque pas de dislocation sur
la figure d’interfe´rence.
Ces expe´riences donnent aussi acce`s au profil de densite´ du nuage atomique. Au-
dessous de la tempe´rature de transition, le profil de densite´ observe´ est bien repre´sente´
par la somme d’une gaussienne (atomes dans la phase normale) et d’une parabole inverse´e
(profil de Thomas Fermi correspondant a` la phase superfluide). En revanche, au-dessus de
la tempe´rature de transition le profil a l’allure d’une gaussienne. Nous verrons dans la suite
(Section 6.4) qu’il ne s’agit pas strictement d’une gaussienne, mais d’une combinaison
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line´aire de gaussiennes. L’apparition du pic de densite´ repre´sente´ par la parabole inverse´e,
signature de la transition superfluide, est appele´e « apparition de la bimodalite´ ».
Afin de pre´ciser la nature de la transition dans cette expe´rience, Kru¨ger et al. calculent
dans [7] le nombre critique d’atomes a` la transition de deux manie`res : la transition
est de´finie soit par l’apparition des franges d’interfe´rence, soit par l’apparition de la
bimodalite´ dans le profil de densite´ du gaz. Les deux me´thodes donnent les meˆmes nombres
critiques.
5.2.2 Expe´rience du NIST Clade´ et.al. [39]
Cette expe´rience explore la transition superfluide d’un gaz de Bose quasi-bidimensionnel
pie´ge´.
Des atomes de Sodium sont confine´s dans un seul pie`ge horizontal, quasi-bidimensionnel.
Le profil de densite´ est mesure´ apre`s un temps de vol, ainsi que la longueur de cohe´rence.
Avant d’atteindre la transition superfluide, le gaz passe par une phase normale fortement
corre´le´e, pour laquelle la densite´ de particules ve´rifie nλ2 > 1, sans pour autant atteindre
la densite´ critique de la transition superfluide.
De´roulement de l’expe´rience
Les atomes sont d’abord confine´s dans un pie`ge magne´tique et refroidis par e´vapora-
tion radio-fre´quence. Avant d’atteindre la condensation de Bose-Einstein, les atomes sont
transfe´re´s adiabatiquement vers un pie`ge optique dipolaire horizontal, quasi-bidimensionnel.
Apre`s 5s d’e´vaporation dans le pie`ge dipolaire, la profondeur du pie`ge est re´duite pendant
1s, puis le refroidissement par e´vaporation se poursuit pendant 5s. Le nuage atomique
ainsi obtenu est approximativement un disque. Les valeurs typiques des fre´quences de
pie´geage sont ωz/(2π) = 1kHz et ωx/(2π) ∼ ωy/(2π) = 18Hz.
Le profil de densite´ bidimensionnel du nuage est obtenu par imagerie par absorption
selon la direction verticale, apre`s avoir supprime´ le potentiel de confinement et attendu
pendant le temps de vol.
Comparaison avec les parame`tres [6]
Le dispositif expe´rimental du NIST diffe`re de celui du LKB par deux aspects :
– L’intensite´ de l’interaction entre les atomes de Sodium est 6.5 fois plus faible que
l’interaction entre les atomes de Rubidium du LKB.
– La ge´ome´trie du pie`ge dans le plan radial est isotrope.
Quantite´s observe´es
Les images obtenues par absorption apre`s quelques ms de temps de vol mettent en
e´vidence l’e´ventuelle bimodalite´ du profil, ainsi que les fluctuations de densite´. Ces fluc-
tuations de densite´ n’apparaissent qu’apre`s le temps de vol et refle`tent les fluctuations de
phase dans le nuage quasi-bidimensionnel.
Sur les profils de densite´ re´alise´s a` tempe´rature suffisamment basse pour qu’apparaisse
la bimodalite´, la largeur du pic (partie non gaussienne du profil) est mesure´e. D’apre`s [39],
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lorsque cette largeur passe par un minimum, la superfluidite´ apparaˆıt dans le syste`me.
C’est ainsi qu’est mesure´e la tempe´rature de transition superfluide.
En plus de l’observation des profils de densite´, cette expe´rience permet de mesurer la
cohe´rence du nuage atomique, jusqu’a` une e´chelle de longueur de l’ordre de la longueur
de de Broglie, en observant les interfe´rences entre deux copies du nuage.
5.3 Questions souleve´es par les expe´riences
Dans l’expe´rience du LKB, une transition est observe´e entre une phase normale, et une
phase cohe´rente. Le nombre de saturation mesure´ expe´rimentalement est environ cinq fois
plus grand que le nombre de saturation pre´dit the´oriquement pour le pie`ge bidimensionnel
correspondant. La tempe´rature de transition de l’expe´rience est donc significativement
plus faible que la tempe´rature de transition the´orique.
Dans cette expe´rience, ainsi que dans les simulations Monte Carlo correspondantes
[8], le profil de densite´ observe´ est loin du mode`le d’un gaz bidimensionnel pie´ge´ avec


















Fig. 5.1 – Profil de densite´ pour le gaz bidimensionnel ide´al, avec inte´ractions de champ
moyen, et simulations Monte Carlo quantiques [8], pour une tempe´rature T = T2d
BEC
. Le profil
de densite´ de la simulation nume´rique, qui est en accord avec l’expe´rience, s’approche plus du
gaz de Boltzmann que du gaz de bosons bidimensionnel avec interaction de champ moyen. A` la
tempe´rature conside´re´e le syste`me n’est donc pas de´ge´ne´re´ : les bosons se comportent presque
comme des particules discernables.
Ainsi, les re´sultats expe´rimentaux ne s’accordent pas avec le mode`le bidimensionnel
ide´al, ni avec le mode`le bidimensionnel avec inte´raction de champ moyen. Des hypothe`ses
sugge´raient que la the´orie de champ moyen n’e´tait pas suffisante pour rendre compte de
l’influence des interactions sur le syste`me. Nous avons propose´ une explication qui tient
compte de la troisie`me dimension.
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5.3.1 Phases observe´es dans la re´gion de transition
Pour le gaz quasi-bidimensionnel, la transition superfluide a lieu pour une densite´
critique e´leve´e (Section 7.4). Ainsi, la de´ge´ne´rescence du gaz est atteinte bien avant la
transition superfluide. L’e´tude du gaz au voisinage de la transition superfluide ne´cessite
donc de tenir compte des effets quantiques duˆs a` la de´ge´ne´rescence du gaz. La the´orie de
champ moyen ne suffit pas a` rendre de compte de la physique au voisinage de la transition.
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Gaz ide´al pie´ge´ quasi-bidimensionnel
Afin de comprendre les observations expe´rimentales, et les re´sultats des simulations
nume´riques, nous avons commence´ par l’e´tude du gaz de Bose ide´al dans la ge´ome´trie
donne´e par les expe´riences.
Dans la continuite´ de la premie`re partie de ma the`se, nous nous sommes inte´resse´s
a` la distribution des longueurs de cycles pour les bosons sans interaction, dans un pie`ge
harmonique bidimensionnel. La comparaison de la distribution des longueurs de cycles
de ce syste`me, avec la distribution obtenue par les simulations Monte Carlo quantiques
[8] confirme que le gaz ide´al bidimensionnel n’est pas le mode`le ade´quat pour de´crire les
expe´riences et les simulations nume´riques (Fig. 6.2).
Nous avons de´fini les lois d’e´chelle re´gissant le pie`ge harmonique quasi-bidimensionnel,
ainsi que sa limite thermodynamique. Dans cette ge´ome´trie, nous avons calcule´ la distri-
bution des longueurs de cycles pour le gaz ide´al, ainsi que la tempe´rature de transition
de Bose-Einstein et les profils de densite´.
Les lois d’e´chelle que nous proposons pour de´crire les nuages atomiques des expe´riences
du LKB et du NIST ([6] et [39]) tiennent compte de l’excitation thermique re´siduelle des
atomes selon l’axe de fort confinement. Graˆce a` ce mode`le, nous expliquons en grande
partie pourquoi les tempe´ratures de transition observe´es dans [7] sont plus basses que
celles attendues pour un gaz strictement bidimensionnel.
6.1 De´finition du pie`ge quasi-bidimensionnel
Entre le pie`ge tridimensionnel et le pie`ge bidimensionnel isotropes, on peut construire
toutes formes de pie`ges anisotropes, pour lesquels le confinement dans une des trois di-
rections de l’espace (par exemple z) est plus fort que dans les deux autres (Fig. 6.1). Le
cas bidimensionnel correspond a` un confinement infini selon l’axe vertical.
6.1.1 Loi d’e´chelle du pie`ge quasi-bidimensionnel
Nous avons de´fini dans [40] le pie`ge quasi-bidimensionnel de la manie`re suivante :










ou` ω˜z est un coefficient sans dimension, N de´signe le nombre de particules dans le pie`ge,






Fig. 6.1 – Pie`ge quasi-bidimensionnel. Dans les directions x et y, le confinement est faible, et
les niveaux d’e´nergie sont tre`s proches les uns des autres (espace´s de h¯ω). En revanche, dans la
direction verticale le confinement est beaucoup plus fort, et les niveaux d’e´nergie sont fortement
espace´s. Si kBT ≪ h¯ωz, on peut ne´gliger l’occupation des niveaux excite´s en z (cas strictement
bidimensionnel).
6.1.2 Limite thermodynamique
Lorsqu’on passe a` la limite thermodynamique, le nombre de particules N → ∞, et
le pie`ge se dilate de manie`re a` garder (h¯ωx)(h¯ωy)(h¯ωz)N = α3 constant, ou` α a la























)1/3α), cette condition est la meˆme que pour le cas bidi-
mensionnel isotrope (Section 3.2.1). La limite thermodynamique du pie`ge tridimensionnel
isotrope est caracte´rise´e par la la condition h¯ω ∼ N−1/3. Ainsi, a` la limite thermodyna-
mique le pie`ge quasi-bidimensionnel est infini suivant les directions x et y alors qu’il reste
fini suivant la direction verticale.
6.1.3 Notations et de´finitions des variables re´duites
Du fait de la forte anisotropie du pie`ge, la variable z est traite´e diffe´remment des
variables x et y. Le vecteur position dans l’espace R3 est note´ ~r = (r, z) avec r = (x, y)
et r = |r|.
Bien que la tempe´rature de transition de Bose-Einstein du gaz quasi-bidimensionnel
soit diffe´rente de celle du gaz purement bidimensionnel, la tempe´rature de transition T2dBEC
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donne l’e´chelle de grandeur de la tempe´rature de transition de Bose-Einstein du gaz quasi-
bidimensionnel sans interaction, ainsi que de la tempe´rature de transition superfluide.
C’est pourquoi nous utilisons les variables re´duites de´finies dans la suite, qui se re´fe`rent
toutes au syste`me bidimensionnel ide´al :
– t = T/T2dBEC est la tempe´rature re´duite, elle est relie´e a` la tempe´rature inverse β





h¯/(mωz) est l’extension typique du nuage atomique dans la direction verti-
cale.
– ω˜z = h¯ωz/(kBT
2d
BEC) = (λ/lz)
2t/(2π) est la pulsation re´duite du pie`ge, dans la
direction verticale.
– h¯ωzβ = ω˜z/t.






– z˜ = z/lz.
Le re´gime quasi-bidimensionnel diffe`re du re´gime bidimensionnel par le fait que les
degre´s de liberte´ dans la direction verticale confine´e ne sont pas comple`tement gele´s :
l’excitation des niveaux d’e´nergie selon z ne peut pas eˆtre ne´glige´e. Dans ce re´gime, la
tempe´rature est de l’ordre de l’espacement des niveaux d’e´nergie selon z : kBT ∼ h¯ωz.
C’est pourquoi h¯ωz reste une fraction fixe de T
2d
BEC a` la limite thermodynamique.
6.2 Distribution des longueurs des cycles
Dans la continuite´ de la premie`re partie de ma the`se, nous avons calcule´ la distribution
des longueurs de cycles pour un gaz de Bose ide´al, dans la ge´ome´trie de´finie au-dessus.
Ce calcul nous a permis de mettre en e´vidence le fait qu’en terme de longueur de cycle,
les re´sultats des simulations Monte Carlo quantiques pour le gaz quasi-bidimensionnel en
interaction sont tre`s proches des re´sultats obtenus pour un gaz sans interaction, dans la
ge´ome´trie adapte´e.
Pour le gaz ide´al, la formule de Landsberg Eq. (2.1) permet de calculer re´cursivement la
distribution des longueurs des cycles πk a` partir de la fonction de partition pour une seule
particule dans le syste`me a` tempe´rature inverse kβ, zk. Dans le pie`ge quasi bidimensionnel,

















A` la limite N → ∞, la valeur asymptotique de la fonction de partition zq2dk de´pend
de la position de k par rapport a`
√
N.
Si kβh¯ω ≪ 1 c’est-a`-dire k ≪
√





Si kβh¯ω ≫ 1 c’est-a`-dire k ≫
√
N alors zk ∼ 1.
D’apre`s le travail effectue´ dans la premie`re partie de ma the`se, la distribution des
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longueurs de cycles est donne´e par :




















Pour le syste`me quasi-bidimensionnel, la coupure entre les deux re´gimes se fait comme
en deux dimensions, pour k ∼ √N. Pour k ≪ √N, le facteur correctif par rapport au
cas bidimensionnel est 1/(1− exp(−kβδω˜z
√
6/π)). Lorsque k devient grand, ce facteur
tend vers 1 et donc la distribution des cycles du syste`me quasi-bidimensionnel est tre`s
proche de celle du syste`me bidimensionnel. En revanche, pour k petit, ce facteur fait
croˆıtre z
q2d
k par rapport a` z
2d
k . C’est pourquoi pour une tempe´rature donne´e, le poids
statistique des petits cycles est plus grand dans le gaz quasi-bidimensionnel que dans le
gaz purement bidimensionnel. Comme il a e´te´ vu dans la premie`re partie de ma the`se,
le condensat de Bose-Einstein correspond aux longs cycles. A` tempe´rature identique, le
syste`me bidimensionnel est donc plus condense´ que le syste`me quasi-bidimensionnel. Ceci
explique qualitativement que la tempe´rature de transition observe´e expe´rimentalement
soit plus petite que celle du gaz ide´al bidimensionnel, c’est-a`-dire que la tempe´rature
re´duite de transition de Bose-Einstein, pour le syste`me quasi-bidimensionnel ve´rifie :
t
q2d
BEC < 1. (Fig. 6.2).
Le calcul de la distribution des longueurs de cycles a permis de de´montrer le the´ore`me














 = 0. (6.5)
Ce the´ore`me montre que la fraction condense´e dans un gaz pie´ge´ quasi-bidimensionnel
est e´gale, comme pour le gaz bidimensionnel, a` la somme des poids statistiques des cycles
de longueur supe´rieure a`
√
N, a` la limite thermodynamique.
6.3 Tempe´rature de transition de Bose–Einstein
Les remarques qualitatives pre´ce´dentes montrent que la distribution des longueurs de
cycles de´pend du confinement selon l’axe vertical. La tempe´rature de transition de Bose-
Einstein de´pend donc aussi de ce confinement. Voici le calcul du nombre de saturation
et de la tempe´rature de transition d’un gaz de Bose, adapte´ au syste`me pie´ge´ quasi-
bidimensionnel. Dans ce calcul, nous avons tenu compte de l’occupation des niveaux
excite´s en z, meˆme si les nombres d’occupation sont tre`s faibles lorsque ωz ≫ ω.
6.3.1 Nombre moyen de bosons excite´s dans le pie`ge
Pour un gaz de Bose dans un potentiel harmonique de pulsations ωx = ωy = ω et
ωz = ωω˜z
√
6N/π, les niveaux d’e´nergie sont :





























Fig. 6.2 – Distribution des longueurs des petits cycles pour diffe´rentes ge´ome´tries du pie`ge.
Ce calcul est effectue´ a` la tempe´rature critique du gaz bidimensionnel ide´al, c’est-a`-dire t = 1.
Plus la pulsation ωz augmente, plus les cycles de longueur supe´rieure a` 1 deviennent probables.
La ge´ome´trie de l’expe´rience du LKB [6] correspond a` ω˜z = 0.55. Pour ce pie`ge a` t = 1, le gaz
ide´al ne pre´sente presque que des cycles de longueur 1 alors que dans le gaz ide´al bidimension-
nel a` meˆme tempe´rature, le poids statistique des cycles de longueur supe´rieure a` 1 n’est pas
ne´gligeable. La distribution des cycles pour le gaz ide´al dans cette ge´ome´trie diffe`re peu de la
distribution des cycles donne´e par la simulation Monte Carlo, qui tient compte des interactions.
Cette figure indique que pour le gaz ide´al, la tempe´rature de transition de Bose-Einstein est de
plus en plus faible lorsque la ge´ome´trie du syste`me s’e´carte du pie`ge purement bidimensionnel,
en prenant de l’e´paisseur.
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Apre`s avoir translate´ l’origine des e´nergies a` ze´ro, le nombre moyen de bosons dans le
















La deuxie`me somme est obtenue par le changement d’indice p = nx + ny et nx = p− ny.
Le nombre moyen de bosons dans le fondamental (〈N0〉 = 1/(exp(−βµ)− 1)) se se´pare















Le nombre moyen de bosons dans les e´tats excite´s s’e´crit 〈Nexc(µ)〉 = 〈N(µ)〉 − 〈N0〉.
A` la limite thermodynamique, h¯ωβ → 0, donc les se´ries peuvent eˆtre approxime´es
par des inte´grales. Le nombre moyen de bosons dans les e´tats excite´s est donc :


























6.3.2 Nombre de saturation et tempe´rature critique



















Pour le syste`me bidimensionnel, le nombre de saturation est donne´ par le premier terme
de la somme Eq. (6.7). Le nombre de saturation est donc plus grand pour le syste`me
quasi-bidimensionnel que pour le syste`me bidimensionnel. La tempe´rature critique T
q2d
BEC
est donne´e en re´solvant l’e´quation N
q2d
sat = N. Comme le nombre de saturation est
une fonction croissante de la tempe´rature, la tempe´rature de transition du gaz quasi-
bidimensionnel est plus faible que celle du gaz bidimensionnel.












La courbe de la tempe´rature de transition de Bose-Einstein en fonction du confine-
ment du nuage atomique selon l’axe vertical est obtenue par re´solution nume´rique de
cette e´quation (Fig. 6.3). En particulier, pour l’expe´rience du LKB, ω˜z = 0.55, et la
tempe´rature de transition vaut t
q2d


















limite 2d: eq. 6.9
limite 3d: eq. 6.10
limite 3d: eq. 6.11
Fig. 6.3 – Tempe´rature de transition de Bose-Einstein pour le gaz de Bose ide´al dans un
pie`ge quasi-bidimensionnel. La courbe en trait plein est obtenue en re´solvant nume´riquement
l’e´quation Eq. (6.8). Les courbes en pointille´s correspondent aux expressions asymptotiques de
la tempe´rature de transition en fonction de ω˜z. Pour ω˜z petit, le syste`me s’approche d’un pie`ge
tridimensionnel (d’apre`s [40]).
6.3.3 Cas limites
Les cas ω˜z ≫ 1 ou ω˜z ≪ 1 correspondent aux limites des syste`mes respectivement
bidimensionnel et tridimensionnel, en utilisant des approximations de l’e´quation Eq. (6.8)
pour les valeurs extreˆmes de ω˜z.
Limite du gaz bidimensionnel : ω˜z ≫ 1
Dans l’e´quation Eq. (6.8), les termes en exp (−pω˜z/t) avec p > 1 peuvent eˆtre








La limite pour ω˜z → ∞ donne t2 = 1, c’est-a`-dire qu’on retrouve la tempe´rature de
transition du gaz bidimensionnel lorsque le confinement selon l’axe vertical est infini.
La correction a` apporter a` la tempe´rature de transition pour ω˜z grand est donne´e par














L’e´quation finale ǫeω˜zǫ ∼ e−ω˜z/(2ζ(2)) qui donne pour ǫ tre`s petit ǫ ∼ e−ω˜z/(2ζ(2)).
Donc la tempe´rature de transition pour le gaz quasi-bidimensionnel est :





Limite du gaz tridimensionnel : ω˜z ≪ 1
La limite ω˜z → 0 correspond au gaz tridimensionnel. En effet, en reconnaissant dans
l’e´quation Eq. (6.8) une somme de Riemann, qui peut eˆtre approxime´e par une inte´grale



















En revenant aux vraies variables, avec ω˜z = π/(
√
6N) cette formule donne la tempe´ra-





Le calcul suivant de´termine la correction par rapport au syste`me tridimensionnel, pour






















Il s’agit de re´soudre une e´quation polynomiale de degre´ 3. Le changement de variable















)3 − ω˜z ζ(2)
ζ(3)
= 0.
En ne gardant que les termes d’ordre 1 en ω˜z, l’e´quation se simplifie : x
3 − ω˜z ζ(2)ζ(3) = 0.
















Pour les parame`tres de l’expe´rience du LKB, comme pour l’expe´rience du NIST, l’ef-
fet de la ge´ome´trie du pie`ge est donc tout-a`-fait significatif. Tenir compte de l’occupa-
tion des niveaux excite´s selon z explique partiellement l’abaissement de la tempe´rature
de transition observe´e par rapport au cas bidimensionnel. Dans le cadre de ce mode`le
quasi-bidimensionnel du gaz ide´al pie´ge´ nous avons calcule´ le profil de densite´ du nuage
atomique.
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6.4 Profil de densite´
Les expe´riences donnent acce`s au profil de densite´ du gaz de bosons dans le pie`ge,
c’est-a`-dire a` la quantite´ n(r) =
∫ ∞
0 dz n3d(r, z), ou` n3d(r, z) de´signe la densite´ de
particules au point x, y, z. La quantite´ qui nous inte´resse ici n’est donc pas exactement la
densite´ de bosons en un point du pie`ge, mais l’inte´grale de cette densite´ sur l’axe vertical.
Comme le confinement est le meˆme selon les coordonne´es x et y, le profil de densite´ ne
de´pend que de la distance r au centre du pie`ge (r =
√
x2 + y2). Pour T > T
q2d
BEC, il
n’y a pas de condensat de Bose-Einstein, et le profil de densite´ est calcule´ de manie`re
semi-classique, en tenant compte de l’excitation des niveaux d’e´nergie selon l’axe vertical.
Pour T < T
q2d
BEC, il est possible de calculer le profil de densite´ a` partir de la distribution
des longueurs de cycles.
6.4.1 Profil de densite´ en l’absence de condensat
Pour une tempe´rature T telle que kBT ∼ h¯ωz, le mouvement des bosons peut eˆtre
traite´ de manie`re classique pour les coordonne´es x et y et les moments kx et ky. En
revanche, selon l’axe des z un traitement quantique est ne´cessaire, et les niveaux d’e´nergie
sont νh¯ωz avec ν entier. Pour chaque niveau d’e´nergie νh¯ωz, le nombre de bosons par







2m + v(r) + νh¯ωz − µ)]− 1
, (6.12)
avec k2 = k2x + k
2
y, et v(r) = mω
2r2/2 pour le gaz sans interaction. La densite´ de
particules au point (x, y) ne de´pend que de la distance r =
√
x2 + y2 au centre du pie`ge,
et s’obtient en inte´grant Eq. (6.12) sur les moments kx et ky, et en sommant sur tous les
niveaux d’e´nergie ν :






Le calcul explicite de n(r) ne´cessite l’e´valuation du potentiel chimique µ. Pour un

















L’inte´gration sur la variable r2 redonne l’e´quation Eq. (6.6), qui avait e´te´ obtenue en
prenant la limite thermodynamique pour le syste`me quasi-bidimensionnel, a` partir d’un






















Pour une tempe´rature re´duite t et une pulsation de confinement vertical re´duite ω˜z fixe´es,
la re´solution nume´rique de cette e´quation donne acce`s au potentiel chimique re´duit µ˜.






















Fig. 6.4 – Profil de densite´ pour t = 0.8. Les re´sultats des simulations Monte Carlo quantiques
sont approche´s de manie`re satisfaisante par la the´orie quasi-bidimensionnelle sans inte´raction
Eq. (6.13) et Eq. (6.14). A cette tempe´rature, le gaz ide´al quasi-bidimensionnel avec ω˜z = 0.55
n’est pas condense´ (selon [40]).
Si le potentiel d’interaction peut eˆtre exprime´ uniquement en fonction de la variable r,
cette me´thode est encore valable pour le gaz en interaction. C’est ce que nous avons utilise´
dans notre e´tude de ce syste`me avec notre me´thode du champ moyen (voir Section 7.2.4).
6.4.2 Profil de densite´ en pre´sence de condensat
Ce calcul est effectue´ dans l’ensemble canonique, en faisant appel au formalisme de
la premie`re partie de ma the`se. Pour le gaz ide´al, la distribution des longueurs de cycles
apparaˆıt dans l’expression du profil de densite´. Le profil de densite´ est une combinaison
line´aire de gaussiennes, dont la variance de´pend de la longueur des cycles.
En pre´sence de condensat, le potentiel chimique s’annule, et l’e´quation Eq. (6.13)
donne la densite´ de particules dans les e´tats excite´s, et non la densite´ totale de particules.
Pour obtenir le profil de densite´, deux contributions se distinguent : nexc(r) est la densite´
de particules excite´es, et n0(r) est la densite´ de particules condense´es. Ici, il s’agit de
densite´s surfaciques : l’inte´grale sur la coordonne´e axiale z a e´te´ re´alise´e.
La densite´ de bosons en un point de l’espace est le coefficient diagonal de la matrice
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densite´ re´duite a` une particule. Donc la densite´ surfacique est :
n(r) =
∫
dz n3d(r, z) =
∫

















ρ2d1 (r, r, kβ)
z2dk
. (6.15)
D’apre`s Eq. (3.17), le coefficient diagonal de la matrice densite´ a` une seule particule pour
le gaz bidimensionnel pie´ge´ s’e´crit :


































La suite montre que pour une tempe´rature infe´rieure a` la tempe´rature de transition
T
q2d
BEC, a` la limite thermodynamique, le profil de densite´ Eq. (6.15) se de´compose en
deux termes : la contribution des longs cycles dans l’e´quation Eq. (6.15) donne le profil
de densite´ du condensat de Bose-Einstein, alors que la contribution des petits cycles
donne le profil de densite´ des particules excite´es. Ceci est conforme au the´ore`me Eq. (6.5)
de´montre´ en annexe.
Contribution des petits cycles
La condition Eq. (6.2), ainsi que les comportements asymptotiques de z2dk et ρ
2d
1 (Sec-
tion 3.2.3), et l’expression Eq. (6.4) de la distribution des longueurs de cycles permettent
de simplifier l’expression de la contribution des petits cycles au profil de densite´. En effet,



































































Le membre de droite de cette e´quation est obtenu en de´veloppant le terme 1/(1−
exp(−kβh¯ωz)) en se´rie, en intervertissant l’ordre des sommes, et en reconnaissant le
de´veloppement en se´rie du logarithme. Cette dernie`re formule donne exactement la densite´
surfacique de bosons dans les e´tats excite´s nexc(r) = limµ→0 n(r), obtenue a` partir de
l’e´quation Eq. (6.13). Ceci confirme que les petits cycles (c’est-a`-dire de longueur infe´rieure
a`
√
N) correspondent aux particules excite´es.
Contribution des longs cycles
La contribution des longs cycles au profil de densite´ est e´value´e a` partir des re´sul-
tats concernant le gaz ide´al bidimensionnel (Section 3.2.3) et de l’expression du poids



















































Ainsi, la contribution des cycles de longueur supe´rieure a`
√
N est e´gale, a` la limite ther-
modynamique, a` la densite´ surfacique des particules condense´es.
Ces re´sultats co¨ıncident avec le the´ore`me Eq. (6.5) de´montre´ en annexe (Appen-
dix 8.3). En effet, la fraction condense´e correspond au poids statistique des cycles de
longueur infinie, alors que les particules excite´es correspondent au poids statistique des
petits cycles.
6.5 Conclusion
En ne´gligeant les interactions, notre mode`le qui tient compte des niveaux excite´s selon
l’axe vertical donne une bonne approche de l’expe´rience et des simulations nume´riques.
Nous introduisons ensuite les interactions en gardant la ge´ome´trie de notre mode`le.
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7
Gaz pie´ge´ quasi-bidimensionnel avec interactions
L’e´tude du gaz de Bose ide´al dans un pie`ge quasi-bidimensionnel a montre´ qu’il est
ne´cessaire de tenir compte de l’excitation thermique re´siduelle des atomes dans les niveaux
d’e´nergie de la direction confine´e, pour les parame`tres des expe´riences en cours. Nous
avons propose´ une me´thode de champ moyen dans [40] qui tient compte du caracte`re
quasi-bidimensionnel du gaz. Deux autres me´thodes similaires ont suivi dans [42] et [43].
La the´orie de champ moyen ne permet pas de pre´voir la transition superfluide. En re-
vanche, elle est suffisante pour calculer les profils de densite´ du gaz atomique au-dessus de
la tempe´rature superfluide. A` partir des profils de densite´, nous de´finissons la tempe´rature
de transition comme la tempe´rature pour laquelle la densite´ au centre du pie`ge atteint la
densite´ critique de la transition superfluide [46]. Cette approximation, dite « LDA »(Lo-
cal Density Approximation) conside`re le gaz pie´ge´ comme localement e´quivalent au gaz
homoge`ne avec la densite´ adapte´e. Elle devient exacte lorsque le nombre N de particules
dans le pie`ge tend vers l’infini.
Nous avons calcule´ la densite´ atomique dans le pie`ge pour des tempe´ratures supe´rieures
a` la tempe´rature de transition de Kosterlitz-Thouless. Nous avons ainsi eu acce`s aux profils
de densite´, puis a` la tempe´rature de transition superfluide en fonction du confinement du
gaz atomique selon la direction verticale.
7.1 Les approximations
Le hamiltonien du gaz de Bose en interaction, dans un pie`ge harmonique quasi-




















m est la masse, ω = ωx = ωy sont les pulsations de confinement dans le plan x− y et






ou` v est le potentiel d’interaction tridimensionnel.
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7.1.1 Hamiltonien de champ moyen
L’approximation de champ moyen consiste a` remplacer le terme d’interaction Eq. (7.1)
par un potentiel effectif local. C’est-a`-dire que chaque boson e´volue dans le potentiel cre´e´
par l’ensemble des autres bosons. Le hamiltonien devient :








Le deuxie`me terme du Hamiltonien d’interaction de champ moyen est une constante, dont
le roˆle n’est pas de´terminant, qu’on ne´gligera par la suite.
Le coefficient g3d donne l’amplitude des interactions. Les collisions atomiques sont





Dans les cas e´tudie´s expe´rimentalement, la porte´e a0 du potentiel de diffusion est
ne´gligeable devant l’extension verticale typique lz = (mωz/h¯)−1/2 du nuage atomique.



















Le proble`me associe´ au Hamiltonien Eq. (7.2) est re´solu nume´riquement par Holzmann
et Krauth [44], avec une me´thode de Monte Carlo, en fonction du nombre N de bosons
dans le pie`ge.
A` l’aide de l’approximation de la densite´ locale, le proble`me Eq. (7.2) peut eˆtre simpli-
fie´ a` la limite thermodynamique, et re´solu de manie`re semi-analytique. La suite pre´sente
plusieurs me´thodes qui s’appuient sur ces approximations [42], [43] et [40], et qui per-
mettent de calculer nume´riquement la tempe´rature de transition superfluide et le profil
de densite´ du gaz.
7.1.2 Approximation de la densite´ locale
Dans le cadre de l’approximation de champ moyen, les atomes e´voluent dans un poten-
tiel qui capture l’effet des interactions, et qui de´pend de la densite´ moyenne des particules.
Ainsi, la connaissance des fonctions d’onde a` une particule permet de de´crire le gaz. Ces
fonctions d’onde sont obtenues par la re´solution de l’e´quation de Schro¨dinger. En ex-
primant le hamiltonien de champ moyen a` l’aide des variables re´duites, l’e´quation de
























 Ψ˜ν(r˜, z˜) = 0, (7.3)
avec n˜3d(r˜, z˜) = n3dλ
2lz, ou` n3d est la densite´ atomique volumique. Voici la signification
physique de chacun des termes du Hamiltonien :
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– L’e´nergie cine´tique re´sultant du mouvement dans le plan horizontal correspond au
terme −(T2dBEC/(h¯ω))−2∆r˜/2t.
– ω˜zd
2/(2dz˜2) correspond a` l’e´nergie cine´tique dans la direction z
– ω˜zz˜
2/2 et tr˜2/2 sont les e´nergies potentielles harmoniques respectivement selon z
et x− y
– Enfin, 2g˜tn˜3d(r˜, z˜)/
√
2π est l’e´nergie potentielle d’interaction de champ moyen.





d2r˜|Ψ˜ν(r˜, z˜)|2 = 1.
Les e´nergies propres et les fonctions propres sont inconnues, ainsi que la densite´ ato-
mique volumique n3d. La densite´ re´duite n˜3d s’exprime en fonction des fonctions propres
et des e´nergies propres, a` l’aide du facteur d’occupation bosonique :




Dans le Hamiltonien Eq. (7.3), le premier terme, qui correspond a` l’e´nergie cine´tique
dans le plan x− y, contient le facteur (T2dBEC/(h¯ω))−2 = (kBπ/
√
6N)2 ∝ 1/N. Pour un
grand nombre d’atomes dans le pie`ge, ce terme est ne´gligeable. L’e´quation de Schro¨dinger
n’a donc plus de terme de´pendant de la de´rive´e spatiale dans le plan x− y : la fonction
d’onde se factorise alors en un terme de´crivant le mouvement dans le plan x− y, et un
terme de´crivant le mouvement selon la direction confine´e verticale : Ψ˜ν(r˜, z˜) = φ˜ν(z˜)ξ˜ν(r˜).
C’est ce qu’on appelle l’approximation de la densite´ locale. Dans le cadre de cette ap-


















avec ǫ˜ν = E˜ν − tr˜2. La densite´ atomique re´duite s’e´crit alors :
n˜3d(r˜, z˜) = ∑
ν
|ξ˜ν(r˜)|2|φ˜ν(z˜)|2




A` la limite thermodynamique, l’espacement entre les niveaux d’e´nergie selon x et y
est tre`s petit : h¯ωβ ∼ π/(√6Nt) → 0, alors que h¯ωz reste une fraction finie de T2dBEC,
c’est-a`-dire h¯ωz → ∞. Dans ce cas, les variables x et y peuvent eˆtre traite´es de manie`re
semi-classique : la densite´ surfacique d’atomes dans le νie`me niveau excite´ selon z est
donne´e en inte´grant l’e´quation Eq. (6.12). En repassant aux variables re´duites :
n˜3d(r˜, z˜) = ∑
ν
|φ˜ν(z˜)|2n˜ν(r˜) avec n˜ν(r˜) = − ln[1− exp(µ˜(r˜)− ǫ˜ν/t)]. (7.6)
n˜ν(r˜) de´signe la densite´ surfacique re´duite d’atomes dans le νie`me niveau d’e´nergie
selon z. Voici trois me´thodes de calcul du profil de densite´ base´es sur cette approche
semi-classique, qui font divers degre´s d’approximation.
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7.2 Calcul du profil de densite´
La densite´ atomique n˜3d est de´termine´e de manie`re a` ce que la densite´ calcule´e en
re´solvant l’e´quation de Schro¨dinger avec le Hamiltonien Hcm (Eq. (7.2)) co¨ıncide avec la
densite´ utilise´e dans ce Hamiltonien. La solution est calcule´e nume´riquement et donne
acce`s au profil de densite´ n˜(r˜), qui est l’inte´grale de la densite´ atomique sur la variable
re´duite z˜ :
∫
dz˜ n˜3d(r˜, z˜) = n˜(r˜). (7.7)
Les trois me´thodes pre´sente´es dans la suite correspondent a` des approximations le´ge`-
rement diffe´rentes, mais donnent des re´sultats tre`s proches.
7.2.1 Re´solution nume´rique auto-consistante des e´quations Eq. (7.5)
et Eq. (7.6)
Les e´quations Eq. (7.5) et Eq. (7.6) sont re´solues nume´riquement, sans faire d’hypo-
the`se supple´mentaire au sujet des fonction d’onde φ˜ν.
A` partir d’un profil de densite´ initial d’essai n˜03d(r˜, z˜), on re´sout nume´riquement l’e´qua-
tion Eq. (7.5). Les fonctions propres φ˜ν et les e´nergies propres ǫ˜ν ainsi obtenues donnent
la nouvelle densite´ re´duite n˜13d a` l’aide de l’Eq. (7.6). On re´soud a` nouveau l’e´quation de
Schro¨dinger Eq. (7.5) en utilisant cette nouvelle densite´, pour calculer n˜23d. Le proce´de´
est re´ite´re´ jusqu’a` atteindre un point fixe, c’est-a`-dire jusqu’a` ce que la densite´ re´duite de
sortie n˜n+13d soit e´gale a` la densite´ d’entre´e n˜
n
3d (a` une erreur pre`s). La densite´ n˜
n+1
3d ainsi
obtenue est la solution du proble`me.
La re´solution nume´rique de ce proble`me auto-consistant passe par la discre´tisation de
l’espace selon z. Cette me´thode a e´te´ utilise´e dans [42] pour calculer les profils de densite´.
7.2.2 De´veloppement sur la base propre de l’oscillateur harmo-
nique
Pour un gaz ide´al, g˜ = 0 et les fonctions d’onde re´duites φ˜ν(z˜) sont exactement les
fonctions d’onde re´duites ψ˜ν(z˜), de l’oscillateur harmonique unidimensionnel de pulsation















−z˜2/2Hn(z˜) avec cn = (
√
π2nn!)−1/2,
ou` Hn est le polynoˆme de Hermite de´fini par







Pour un gaz en interaction, les fonctions d’onde φ˜ν sont de´veloppe´es sur la base propre




On peut tronquer cette somme a` partir des niveaux d’e´nergie beaucoup plus grands que
l’e´nergie du syste`me, ce qui revient a` discre´tiser le proble`me.





Il s’agit de de´terminer les vecteurs propres aν = (a0ν, ..., anν, ...) de la matrice carre´e











dz˜ψ˜µ(z˜)n˜3d(r˜, z˜)ψ˜ν(z˜) avec 0 ≤ µ, ν ≤ n,
et n˜3d(r˜, z˜) est de´fini par Eq. (7.6).
Cette me´thode est utilise´e dans [44], et fait appel a` un programme standard de dia-
gonalisation des matrices de taille 10. Si on tient compte des 10 premiers niveaux excite´s
selon z, cette me´thode est pratiquement exacte.
7.2.3 Premie`re hypothe`se simplificatrice
Si l’interaction est faible, on peut ne´gliger les coefficients non diagonaux de la matrice
A : Aµν = 0 si µ 6= ν. Alors, les fonctions propres sont celles de l’oscillateur harmonique.









n˜ν′(r˜)|ψ˜ν′(z˜)|2ψ˜ν(z˜) = ǫ˜νω˜z ψ˜ν(z˜).
En multipliant cette e´galite´ par ψ˜ν(z˜), puis en inte`grant sur la variable re´duite z˜ on


























Ces coefficients sont obtenus nume´riquement a` l’aide d’un programme Fortran.
Le profil de densite´ en fonction des variables re´duites Eq. (7.7) est calcule´ nume´rique-





























Pour la re´solution nume´rique de ce syste`me, nous n’avons conside´re´ que les modes
pour ν variant de 0 a` 20, ce qui donne une pre´cision tout a` fait suffisante, et retrouve les
re´sultats de [43]. La condition Eq. (7.12) permet de de´terminer nume´riquement la valeur
du potentiel chimique : il doit eˆtre choisi de manie`re a` ce que le nombre de bosons dans












Il s’agit de de´terminer le potentiel chimique re´duit au centre du pie`ge : µ˜(0). Ce proble`me
est re´solu par un algorithme de bisection.
Nous avons re´solu ces e´quations nume´riquement, et retrouve´ les re´sultats annonce´s
dans [43] (Fig. 7.1). Dans la suite je fais re´fe´rence a` cette me´thode comme ”me´thode



















Fig. 7.1 – Profils de densite´ pour t = 0.71 et g˜ = 0.13, obtenus par re´solution nume´rique
du syste`me d’e´quations Eq. (7.11). La densite´ de bosons dans le mode axial ν = 0 repre´sente
environ 80 pourcent de la densite´ totale.
Cependant, la me´thode que nous avions initialement propose´e [40] s’appuie sur des
hypothe`ses empiriques, qui facilitent les calculs et rendent bien compte de la physique.
7.2.4 Hypothe`se empirique
Nous pre´sentons dans [40] une me´thode pour calculer le profil de densite´ du gaz
pie´ge´ quasi-bidimensionnel en champ moyen. Cette me´thode s’appuie sur une hypothe`se
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empirique concernant l’expression de la densite´ de bosons dans le pie`ge. Nous supposons :
n3d(~r) = n(r)ρ
ho(z, z), (7.13)
ou` ρho(z, z) de´signe la matrice densite´ pour une particule dans le pie`ge harmonique
de fre´quence ωz. En fonction des variables re´duites le potentiel d’interaction de champ
moyen vaut 2g(3d)n˜(r˜)ρ˜ho(z˜, z˜), avec







Il se factorise en deux termes : l’un ne de´pend que de la position dans le plan (x, y),
l’autre ne de´pend que de la position verticale. Cette hypothe`se a l’avantage de donner lieu
a` une solution presque analytique, et de bien rendre compte des re´sultats expe´rimentaux
et des simulations Monte Carlo.
Sous cette hypothe`se (Eq. (7.13)), l’e´nergie re´duite du νie`me mode axial au point












Notre deuxie`me hypothe`se consiste a` remplacer∫
























dz˜(ρ˜(z˜, z˜))2 = g˜
√
tanh(ω˜z/(2t)). (7.14)
Le coefficient d’interaction g de´pend de la tempe´rature du syste`me, car la matrice densite´
ρho en de´pend. Cette de´pendance par rapport a` la tempe´rature est obtenue de fac¸on
empirique, mais elle correspond bien a` la re´alite´ physique.








Ces approximations de´terminent la me´thode que je nomme dans la suite ’HCK’,
d’apre`s [40]. Pour une tempe´rature donne´e t, nous re´solvons nume´riquement le syste`me
suivant, afin de connaˆıtre le potentiel chimique µ˜ et la densite´ au centre. Les e´quations





















ln (1− exp (µ˜− νω˜z/t)) .
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ln (1− exp (µ˜− v˜− νω˜z/t)) .
















7.2.5 Comparaison des re´sultats
Les profils de densite´ obtenus par la me´thode BBB (Section 7.2.3) sont quasiment
identiques a` ceux obtenus a` l’aide de l’approximation de la densite´ locale (ADL), en
re´solvant nume´riquement les e´quations Eq. (7.5) et Eq. (7.6). Ces re´sultats sont tre`s
proches de ceux qu’on obtient avec la me´thode HCK, en utilisant g˜ au lieu du coefficient
d’interaction empirique g de l’Eq. (7.14). En fait, pour le calcul des profils de densite´
au-dessus de la transition superfluide, les me´thodes de champ moyen de´crites ci-dessus
(Section 7.2.1, Section 7.2.2, Section 7.2.3 et Section 7.2.4 en utilisant le coefficient g˜ au
lieu de g) sont e´quivalentes pour le niveau de pre´cision qui nous inte´resse.
Les figures Fig. 7.2 et Fig. 7.3 montrent que la diffe´rence entre les profils de densite´
obtenus par la me´thode strictement champ moyen, et la me´thode de champ moyen avec
le coefficient d’interaction empirique augmente lorsque la tempe´rature diminue, et que le
gaz est plus fortement de´ge´ne´re´.
Ceci s’explique par le fait que les me´thodes strictement champ moyen ne tiennent
pas compte des effets des corre´lations entre particules, alors que la me´thode HCK avec
le coefficient d’interaction empirique g, tient compte de la re´duction de l’interaction duˆ
aux effets des corre´lations entre particules. C’est pourquoi les profils de densite´ obtenus
en utilisant le coefficient d’interaction empirique correspondent mieux aux re´sultats des
simulations Monte Carlo.
Les profils de densite´ sont tre`s sensibles a` la valeur du coefficient d’interaction effectif
bidimensionnel g.
Dans la me´thode Section 7.2.3, le mode axial ν = 0 de´termine l’allure ge´ne´rale du
profil de densite´ (Fig. 7.1). Pour calculer la densite´ de bosons dans le fondamental selon
z, le coefficient d’interaction effectif est g00 = g˜ = 0.13 (Eq. (7.10)). Il ne de´pend pas





tanh(0.387) ∼ g˜/2. Le coefficient effectif empirique g donne
une interaction plus faible que dans la me´thode BBB, c’est pourquoi la densite´ au centre
est plus e´leve´e avec la me´thode HCK qu’avec la me´thode BBB.
L’importance de l’influence du coefficient effectif d’interaction sur le profil de densite´
explique les diffe´rences observe´es sur les profils, suivant la me´thode utilise´e. En effet,
l’utilisation de la me´thode BBB en divisant par deux les coefficients d’interaction gν,ν′


















HCK avec interaction empirique
ADL
BBB
Fig. 7.2 – Pour t = 0.71 et g˜ = 0.13, profils de densite´ obtenus par la me´thode BBB (Sec-
tion 7.2.3), par la me´thode HCK (Section 7.2.4), et par l’approximation de la densite´ locale
ADL (Section 7.2.1), compare´s avec les re´sultats des simulations Monte Carlo. Alors que BBB
et ADL donnent des profils presque identiques, la me´thode de champ moyen HCK, avec son
coefficient d’interaction empirique de´pendant de la tempe´rature, pre´voit une densite´ au centre
plus e´leve´e. Cette pre´diction est plus proche des re´sultats des simulations Monte Carlo que les























Fig. 7.3 – t = 0.85, profils de densite´ obtenus par les me´thodes Section 7.2.3 (courbe BBB) et
Section 7.2.4 (courbe HCK). Le gaz est moins de´ge´ne´re´ qu’a` t = 0.71, et les courbes donne´es























Fig. 7.4 – Profils de densite´ obtenus avec les me´thodes de [43] et de [40], pour t = 0.71.
J’ai ajoute´ artificiellement des courbes obtenues par la me´thode [43], en divisant le coefficient
d’inte´raction par 2. On retombe alors exactement sur la courbe de [40]. Ceci montre que pour
une valeur du coefficient g du meˆme ordre que le coefficient g00, les deux me´thodes donnent les
meˆmes re´sultats. En effet, dans la me´thode [43], c’est le niveau axial fondamental ν = 0 qui
de´termine principalement l’allure de la courbe Fig. 7.1, donc la valeur de g00 est de´terminante.
Les me´thodes de champ moyen pre´sente´es ici ne permettent pas d’e´valuer directement
la tempe´rature de transition de Kosterlitz-Thouless. En revanche, a` la limite thermody-
namique l’approximation de la densite´ locale devient exacte, et ces me´thodes de champ
moyen permettent de conclure qu’il n’y a pas de condensation de Bose-Einstein dans le
gaz pie´ge´ quasi-bidimensionnel avec des interactions re´pulsives.













donne le nombre de bosons en fonction du potentiel chimique re´duit µ˜. Il y a condensat de
Bose-Einstein si le nombre de bosons tend vers une valeur finie Nsat lorsque le potentiel






la densite´ au centre diverge logarithmiquement lorsque µ˜ tend vers ze´ro. Le nombre de
saturation est donc infini, et la condensation de Bose-Einstein est impossible a` tempe´ra-
ture non nulle pour ce syste`me, a` la limite thermodynamique. En revanche des effets des
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interactions plus subtils que la the´orie de champ moyen pre´sente´e ici montrent qu’il existe
une transition superfluide a` tempe´rature finie pour le gaz pie´ge´ quasi-bidimensionnel en
interaction. ([35]).
7.4 Calcul de la tempe´rature de transition super-
fluide
Pour un syste`me homoge`ne bidimensionnel avec des interactions faibles entre les
atomes, la transition de Kosterlitz-Thouless a lieu lorsque la densite´ d’atomes atteint






ou` U de´signe le coefficient d’interaction effectif bidimensionnel.
Cette condition concerne la densite´ totale, que nous savons calculer a` l’aide de la
the´orie de champ moyen pre´sente´e pre´ce´demment. La densite´ critique de´pend du syste`me
conside´re´, car elle de´pend de g˜. Ce n’est pas une quantite´ universelle.
Prokof’ev et al. [46] ont calcule´ nume´riquement la valeur de la constante ξ = 380± 3,
graˆce a` des simulations nume´riques du mode`le bidimensionnel |ψ|4 sur un re´seau. A`
l’aide de leur re´sultat, il est possible de calculer explicitement la densite´ critique pour les
syste`mes qui nous inte´ressent.
Dans notre e´tude, nous avons calcule´ la tempe´rature de transition BKT en utilisant
U = g dans l’e´quation Eq. (7.16), ou` g est le coefficient d’interaction effectif de´fini en
Eq. (7.14).
Comme dans [8], nous conside´rons que le point critique de la transition de Kosterlitz
Thouless est atteint lorsque la densite´ au centre du pie`ge atteint la densite´ critique nc
calcule´e par Prokof’ev et al.. Bien que leur calcul s’applique au gaz homoge`ne, nous
conside´rons que le gaz pie´ge´ se comporte localement comme le gaz homoge`ne. Comme la
densite´ de bosons dans le pie`ge n’est pas homoge`ne, mais qu’elle est plus forte au centre
qu’en pe´riphe´rie, la transition de Kosterlitz Thouless n’a pas lieu de manie`re uniforme
dans le syste`me. Les particules du centre, ou` la densite´ est forte connaissent d’abord
la transition superfluide, puis si on descend la tempe´rature la phase superfluide s’e´tend
spatialement vers la pe´riphe´rie du pie`ge. Ceci s’explique par la de´pendance du potentiel
chimique re´duit en fonction de la distance au centre du pie`ge Eq. (7.5).
Nous avons de´fini la tempe´rature de transition de Kosterlitz Thouless comme la solu-






) et g = g˜
√
tanh(ω˜z/(2t)). (7.17)
Nous calculons tBKT en fonction du confinement ω˜z, par un algorithme de bisection
Fig. 7.5.
Pour les parame`tres de l’expe´rience du LKB, n(0)λ2 ∼ 8 et tBKT = 0.69, alors que











Fig. 7.5 – Tempe´rature de transition superfluide, pour le gaz quasi-bidimensionnel pie´ge´, en
interaction re´pulsive d’intensite´ g˜, en fonction du confinement vertical du pie`ge. La tempe´rature
re´duite t = T/T2d
BEC






Nous nous sommes inte´resse´s au gaz quasi-bidimensionnel pie´ge´ a` des tempe´ratures
supe´rieures a` la tempe´rature de transition superfluide, mais pour lesquelles le gaz est de´ja`
de´ge´ne´re´. Les me´thodes de champ moyen sont valables tant que le gaz est peu de´ge´ne´re´.
Cependant, elle sont inade´quates pour une tempe´rature infe´rieure a` la tempe´rature de
transition, et deviennent de´ja` douteuses au voisinage de la transition superfluide. En
effet, avant la transition superfluide, le gaz passe par une phase normale mais fortement
corre´le´e, dans laquelle les corre´lations diminuent le coefficient d’interaction effectif. Dans
cette phase normale tre`s corre´le´e, le gaz est de´ja` de´ge´ne´re´ et les fluctuations de densite´
sont re´duites. Alors, le coefficient 2 devant le parame`tre d’interaction dans Eq. (7.2)
devient en fait un coefficient infe´rieur a` 2. C’est pourquoi les me´thodes strictement de
champ moyen donnent des profils de densite´ de plus en plus diffe´rents des re´sultats des
simulations Monte Carlo, plus on s’approche de la transition superfluide.
A` partir de la tempe´rature de de´ge´ne´rescence, la distance entre atomes est de l’ordre
de la longueur de de Broglie et les atomes deviennent indiscernables. Alors, les corre´lations




La premie`re partie de ce manuscrit explicite la relation entre la condensation de Bose-
Einstein et la statistique des longueurs de cycles dans les permutations. Le re´sultat prin-
cipal est l’e´quivalence entre le parame`tre d’ordre de Penrose et Onsager (existence d’une
valeur propre macroscopique de la matrice densite´ re´duite a` une particule), et celui de
Feynman (existence de cycles de longueur infinie dans les permutations) pour la conden-
sation de Bose-Einstein, dans des syste`mes sans interaction. Ce re´sultat se ge´ne´ralise
probablement aux gaz en interaction, pour lesquels nous avons pre´sente´ des arguments
en faveur de l’e´quivalence entre la condensation de Bose-Einstein et l’apparition de cycles
de longueur infinie.
La formulation en inte´grale de chemin du gaz de Bose permet d’e´tudier aussi bien la
condensation de Bose-Einstein que la superfluidite´. L’interpre´tation de ces deux phe´no-
me`nes en terme de longueur de cycle pourrait permettre de distinguer mathe´matiquement
la condensation de Bose-Einstein de la superfluidite´. L’e´tude du gaz homoge`ne bidimen-
sionnel en interaction, qui admet une transition superfluide mais pas de transition de
Bose-Einstein, est cruciale pour comprendre l’influence des interactions sur la distribu-
tion des longueurs de cycles. Des simulations Monte Carlo pour le gaz homoge`ne bidi-
mensionnel seraient ne´cessaires pour comprendre comment la re´duction de la dimension
du syste`me affecte l’allure des chemins imaginaires, en pre´sence d’interactions.
Nous avons utilise´ l’approche du gaz de Bose en terme de longueur des cycles pour
l’e´tude des gaz atomiques pie´ge´s quasi-bidimensionnels. La prise en compte de l’excitation
thermique re´siduelle du mouvement vertical dans les pie`ges a permis d’expliquer l’allure
des profils de densite´ observe´s expe´rimentalement, et dans les simulations nume´riques.
Une the´orie de champ moyen adapte´e a` la ge´ome´trie des expe´riences rend bien compte
des profils de densite´ observe´s, au-dessus de la tempe´rature de transition superfluide.
Les trois approches de champ moyen de´crites dans ce manuscrit donnent essentiellement
les meˆmes re´sultats pour des tempe´ratures supe´rieures a` la tempe´rature de transition
superfluide, et sont suffisantes pour les besoins des expe´riences. Cependant, dans une
grande gamme de tempe´ratures, le gaz est de´ge´ne´re´, sans que la transition superfluide
soit atteinte. Alors, la the´orie de champ moyen devient inade´quate. Il convient d’aller





8.1 De´monstration du lemme Eq. (3.29)
Pour le gaz ide´al tridimensionnel avec conditions aux limites pe´riodiques, en pre´sence






ou` 1k≤N0 de´signe la fonction carate´ristique qui vaut 1 sur l’intervalle [0,N0[ et 0 sur
[N0, 1], et N0 de´signe le nombre de bosons dans le condensat.
Pour un gaz de Bose ide´al a` N particules, la probabilite´ d’avoir exactement k bosons
dans les niveaux excite´s s’e´crit PN(Nexc = k) = (Zk − Zk−1)/ZN (voir Section 2.2).
Reformulons ce re´sultat a` l’aide des proprie´te´s des se´ries te´le´scopiques, afin d’exprimer
















Le the´ore`me suivant est utile a` la de´monstration du lemme Eq. (8.1) :
Soit X une variable ale´atoire d’espe´rance µ et de variance finie σ2 (l’hypothe`se de
variance finie garantit l’existence de l’espe´rance). L’ine´galite´ de Bienayme´-Tchebychev
s’e´nonce de la fac¸on suivante :
The´ore`me : pour tout re´el strictement positif α, P (|X− µ| ≥ ασ) ≤ 1
α2
. (8.2)
Appliquons le the´ore`me Eq. (8.2) a` la variable ale´atoire Nexc. Son espe´rance est
〈Nexc〉 = N − N0. La suite (Section 8.2) montre qu’a` la limite thermodynamique sa
variance est σ ∼ L2/(2πβ)3/2, en pre´sence de condensat.










Calcul de ZN−[xN]/ZN pour x < η0
Si x < η0, alors il existe ǫ > 0 tel que x = η0 − ǫ. D’apre`s la de´finition de la
partie entie`re [xN] < η0N − ǫN + 1, et donc pour tout indice l de la somme on a
l− (N− N0) > ǫN. Comme les e´ve´nements (Nexc = l) et (Nexc = l′) sont disjoints pour







PN(Nexc = l) ≤ PN(Nexc − 〈Nexc〉 > ǫN). (8.3)
L’ine´quation Eq. (8.1) et l’ine´galite de Bienayme´-Tchebychev Eq. (8.2), avec α = ǫL(2πβ)3/2
permettent de conclure :
|1− ZN−[xN]
ZN
| ≤ PN(Nexc − 〈Nexc〉 > α) ≤ 1
(ǫL(2πβ)3/2)2
→ 0.
Donc pour tout x < η0, ZN−[xN]/ZN → 1 si N → ∞.
Calcul de ZN−[xN]/ZN pour x > η0
Un raisonnement similaire s’applique au cas x > η0. En utilisant la normalisation a` 1








Si x > η0, alors il existe ǫ > 0 tel que x = η0 + ǫ. Alors N0 + ǫN ≤ [xN], tout indice l
de la somme ve´rifie donc l ≤ N − N0 − ǫN, c’est-a`-dire |l − (N − N0)| > ǫN. Comme
les e´ve´nements (Nexc = l) et (Nexc = l′) sont disjoints pour deux valeurs distinctes de l







PN(Nexc = l) ≤ PN(|Nexc − 〈Nexc〉 | > ǫN).
L’ine´galite´ de Bienayme´-Tchebychev Eq. (8.2) avec α = ǫL(2πβ)3/2 permet de conclure :
ZN−[xN]
ZN




En conclusion, pour tout x < η0, limN→∞
ZN−[xN]
ZN




= 0. Ceci de´montre le re´sultat Eq. (8.1).
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8.2 Variance de la variable ale´atoire Nexc en pre´sence
de condensat
Pour un gaz de Bose ide´al tridimensionnel, avec conditions aux limites pe´riodiques,
la condensation de Bose-Einstein est atteinte lorsque la tempe´rature T est infe´rieure a` la
tempe´rature de transition ThomBEC. Un nombre macroscopique de bosons se trouve alors dans
l’e´tat fondamental, qui joue le roˆle de re´servoir pour les particules qui sont dans les e´tats
excite´s. Ainsi, le calcul des fluctuations du nombre de bosons excite´s est le meˆme que dans
l’ensemble grand canonique, avec un potentiel chimique e´gal a` l’e´nergie du fondamental.
L’e´nergie du fondamental est ǫ0 = 0. La variance de la variable Nexc est :〈
N2exc
〉






Calculons ces fluctuations pour L qui tend vers l’infini. On reconnaˆıt des sommes de
Riemann, e´quivalentes aux inte´grales correspondantes. Le premier terme donne le nombre


















avec n˜ = (∆nx,∆ny,∆nz) et ∆ =
√
2βπ/L. Lorsque L tend vers l’infini, cette somme













(1−exp(−r2))2 ∼ r−2 pour r petit, l’inte´grale diverge si ∆ tend vers 0 (c’est-a`-





a une valeur finie. Donc les fluctuations sont de´termine´es par la valeur de l’inte´grale pour









Finalement, c’est le deuxie`me terme qui domine et qui de´termine le comportement


















8.3 Equivalence entre condensation de Bose-Einstein
et existence de cycles infinis, pour le gaz de Bose
ide´al pie´ge´ quasi-bidimensionnel
Dans cette partie, j’adapte le calcul de la Section 3.2 au cas du pie`ge quasi bidimen-
sionnel de´fini en Section 6.1.
8.3.1 Expression de la fraction condense´e en terme de longueurs
de cycle
Le nombre de bosons dans le condensat s’e´crit :





ou` ρ(1)(X,X′, β) est le coefficient en repre´sentation spatiale de la matrice densite´ re´duite












Pour le pie`ge quasi-bidimensionnel, la matrice densite´ s’exprime comme le produit des




′, β) = ρ1d1 (x, x
′, β,ω)ρ1d1 (y, y
′, β,ω)ρ1d1 (z, z
′, β,ωz).

















′, kβ) = (1− e−kβh¯ω)2(1− e−kβh¯ωz).
En tenant compte de la condition Eq. (6.2), la fonction de coupure s’e´crit :



















 = 0. (8.5)
La de´monstration de ce the´ore`me fait appel aux valeurs asymptotiques de la fonction
de coupure Rk, ainsi que de la distribution des cycles πk.
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Si kβh¯ω ≪ 1 c’est-a`-dire k ≪ δ
√






Si kβh¯ω ≫ 1 c’est-a`-dire k ≫ δ
√
N alors 1− Rk ∼ 2e−kβδ/
√
N donc Rk ∼ 1.




















Pour le syste`me quasi-bidimensionnel, les conditions (a) a` (i) de la Section 3.2 sont
ve´rifie´es, avec D = 2. En effet, les conditions a,b,d,e,f et h ne posent pas de proble`me.




















Et la condition g devient
g’- R√N est e´quivalent a` une quantite´ qui ne de´pend pas de N·
car R√N ∼ (1− e−βδ)2.
Ainsi, la meˆme de´monstration que pour le pie`ge bidimensionnel s’applique. C’est-a`-
dire la meˆme de´monstration que pour le gaz ide´al homoge`ne en trois dimensions (Sec-
tion 3.1.4), en remplac¸ant L2 par
√
N. Donc le the´ore`me Eq. (8.5) est vrai.
8.4 Calcul de la fugacite´ du gaz ide´al homoge`ne bi-
dimensionnel
La fugacite´ s’exprime en fonction du potentiel chimique comme :
z = eβµ,
ou` β = 1/(kBT), et kB est la constante de Boltzmann.
Le potentiel chimique correspond a` l’e´nergie qui serait ne´cessaire pour ajouter une
particule au syste`me e´tudie´. Il de´pend du syste`me en question, du nombre de particules




eβ(ǫi−µ) − 1. (8.7)
Pour le cas du gaz ide´al dans une boˆıte bidimensionnelle de surface L2 avec des limites








ou` n = (nx, ny).




















A` la limite thermodynamique, on reconnaˆıt une somme de Riemann. Apre`s passage en

























z = 1− e−2πβη . (8.8)
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Dans cet article, nous pre´sentons des re´sultats sur le gaz de Bose, et la statistique des
longueurs de cycles dans les permutations.

















ρ(1)(r, r′, β) (9.1)
en dimension trois, pour un gaz de Bose ide´al uniforme. Ce the´ore`me signifie qu’a` la
limite thermodynamique, le parame`tre d’ordre non diagonal a` longue porte´e est e´gal a` la
somme des poids statistiques des cycles de taille supe´rieure a` L2. Ainsi, nous montrons que
dans ce syste`me la de´finition de la condensation de Bose–Einstein de Penrose et Onsager
co¨ıncide avec celle de Feynmann, en terme de longueur de cycles.
Ensuite, nous spe´cifions l’allure de la distribution des longueurs de cycles pour le gaz
ide´al. Pour cela, nous utilisons la formule qui lie la de´rive´e discre`te de la distribution des
longueurs de cycles πk avec la distribution du nombre de bosons dans le condensat. Ceci
permet d’expliquer l’apparition d’un plateau sur la courbe des πk. Cette e´tude confirme
que pour le gaz ide´al tridimensionnel, la somme des probabilite´s des cycles de longueur
supe´rieure a` L2 donne la fraction condense´e, alors que la somme des probabilite´s des
cycles de longueur infe´rieure a` L2 donne la fraction de bosons dans les e´tats excite´s.
Nous nous sommes ensuite inte´resse´s a` la distribution de la longueur du cycle le
plus long, d’abord a` tempe´rature nulle, puis a` tempe´rature quelconque infe´rieure a` la
tempe´rature critique. Ceci nous a permis de conclure sur une relation de proportionalite´
entre la longueur moyenne du cycle le plus long et le nombre de bosons dans le condensat.
Cette partie est en lien avec l’e´tude des permutations ale´atoires.
Nous concluons sur quelques remarques sur le gaz en interaction.
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Off-diagonal long-range order, cycle probabilities, and condensate fraction in the ideal Bose gas
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We discuss the relationship between the cycle probabilities in the path-integral representation of the ideal
Bose gas, off-diagonal long-range order, and Bose-Einstein condensation. Starting from the Landsberg recur-
sion relation for the canonic partition function, we use elementary considerations to show that in a box of size
L3 the sum of the cycle probabilities of length kL2 equals the off-diagonal long-range order parameter in the
thermodynamic limit. For arbitrary systems of ideal bosons, the integer derivative of the cycle probabilities is
related to the probability of condensing k bosons. We use this relation to derive the precise form of the k in
the thermodynamic limit. We also determine the function k for arbitrary systems. Furthermore, we use the
cycle probabilities to compute the probability distribution of the maximum-length cycles both at T=0, where
the ideal Bose gas reduces to the study of random permutations, and at finite temperature. We close with
comments on the cycle probabilities in interacting Bose gases.
DOI: 10.1103/PhysRevE.76.051109 PACS numbers: 05.30.Jp
I. INTRODUCTION
The canonic partition function of N ideal bosons in a sys-
tem with energy levels 0=01¯ at inverse temperature








For each state , the allowed occupation numbers n go from
0 to N, and the Kronecker  function enforces the total num-
ber of particles to be N.
The Feynman path-integral 	1
 represents ZN as a trace
over the diagonal density matrix bos,
ZN = dx1¯ dxNbos	x1, . . . ,xN,x1, . . . ,xN,
 ,
which is given in terms of the N! permutations P of the
distinguishable-particle density matrix ,




N!P 	x1, . . . ,xN,xP1 , . . . ,xPN ,
 . 2
Thus the partition function is a sum of N! permutation-
dependent terms, ZN=PZP, and it is possible to define the













where N ,k denotes the set of all permutations where the
particle N belongs to a cycle of length k. The choice of the
particle N in Eq. 4 is arbitrary.
In this paper, we are concerned with the characterization
of the cycle probabilities k in the ideal Bose gas and with
their relation to quantities characterizing Bose-Einstein con-
densation, namely the off-diagonal long-range order in Sec.
III, see also Refs. 	2,3
 and the condensate fraction in Sec.
IV. In fact, for arbitrary finite systems of ideal bosons, the
discrete derivative of the function k yields the probabilities
for condensing k bosons 	4
. This relation between the cycle
statistics and the condensate fraction has not been scrutinized
before in detail. It allows us to determine the k from the
known fluctuation properties of the ideal Bose gas. It is also
possible, and very instructive, to compute the cycle prob-
abilities k directly via the infinite-density limit of a finite
Bose gas see Sec. V. Furthermore, we will exploit some of
the subtleties of the concept of cycle probabilities to compute
the probability distribution of the maximum-length cycle at
zero temperature, where the problem reduces to a study of
random permutations 	5
. Our preceding analysis of the k
allows us to understand why this distribution is essentially
unchanged at finite temperature, below the condensation
temperature Sec. VI. Finally, we briefly review some
known relations between Bose condensation and the pres-
ence of infinite cycles for interacting Bose gases Sec. VII.
II. RECURSION RELATIONS FOR THE PARTITION
FUNCTION AND THE DENSITY MATRIX
The Landsberg recursion relation 	6







where the zk=Z1k= exp−k are the single-particle
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terms appearing in Eq. 5 are the cycle probabilities:
k = ZN−kzk/NZN . 6
This is because k particles on a permutation cycle of length k
at inverse temperature  have the same statistical weight zk
as a single particle at inverse temperature k and, further-
more, in the ideal Bose gas, the different cycles of a permu-
tation are statistically independent. Thus in Eq. 6, the cycle
contributes zk, and the remaining N−k particles contribute
ZN−k see Ref. 	7
.
The off-diagonal single-particle density matrix,
Nr,r, = dx1¯ dxN−1
	 bos	x1, . . . ,xN−1,r,x1, . . . ,xN−1,r,
 ,
is also a sum of permutation-dependent terms, and the
Landsberg recursion relation can be generalized to a nondi-
agonal single-particle density matrix r ,r ,k rather than













where V is the volume of the system. In Eq. 8, the
cycle probabilities k are modified by the cutoff func-
tion Rk
cutr ,r, which is proportional to the ratio of the
off-diagonal and the diagonal density matrices. In the
three-dimensional homogeneous Bose gas in a periodic
cubic box of size L3, we have Rk
cutr ,r=L3r ,r ,k /zk
=0,r−r ,k /0,0 ,k.
As is well known, the condensate fraction is proportional
to the off-diagonal single-particle density matrix in the limit
r−r→
, a case that corresponds to r−rL in a cubic
box of length L for L→
. The cutoff function then vanishes
for small k, and terms with k L
2
2 dominate the sum in Eq.
8 	8
.
III. OFF-DIAGONAL LONG-RANGE ORDER
AND CYCLE PROBABILITIES
In this section, we discuss a relation between the off-
diagonal long-range order parameter and the sum of cycle
probabilities for the homogeneous Bose gas, with unit mass
and particle density 	m==1, N=L3 ,Tc=2 /3/22/3
.
To analyze Eq. 8, we notice that zk1 for k
L2
2 and
zkL3 / 2k3/2 for k
L2
2 . It follows from ZN−kZN that








We now study the cutoff function Rk
cutr ,r for r−r
L. For concreteness, we suppose that the vector r−r has
the same components in all three space directions: r−r
=L , , with 0 12 and denote the corresponding cut-
off function and the off-diagonal density matrix by Rk
cut
and by N, respectively. We have
Rk





2 , both the numerator and the denominator are
2k /L, so that Rkcut1. For k L
2
2 , the numerator is
exp−32L2 / 2k, and the denominator is 1. This
shows that the monotonic function Rk
cut is exponentially
small for k L
2
2 and equal to unity for k
L2
2 see Fig. 1.
The estimates for Rk

















 = 0. 10






k = 0. 11
This equation relates the probabilities of infinite cycles to





Nr ,r , gives the condensate fraction
 also
to the condensate fraction. The relation between cycle
lengths and off-diagonal long-range order is natural because,
in order for a cycle to contribute to the off-diagonal density
matrix for r−rL, its de Broglie wavelength must be at
least comparable to the distance L, which means that the
particle must belong to a cycle of length k with L2k
see also Refs. 	2,9


























FIG. 1. Cycle probabilities k and cutoff function Rk
cut for a
periodic box of size L3 below Tc.
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IV. CONDENSATE FRACTION AS A DERIVATIVE OF THE
CYCLE PROBABILITIES
In Sec. III, we studied the sum of the cycle probabilities.
We now discuss the fact that the discrete derivative of the
cycle probabilities exactly gives the condensation probabili-
ties. This relation allows us to compute the k, and it in-
volves neither a cutoff function nor the thermodynamic limit
and holds for arbitrary systems of ideal bosons. The relation
was mentioned very briefly in the context of Monte Carlo
calculations 	4
, but it was not analyzed in any detail.
Let us define SNk , as the canonic partition function
with N bosons of which exactly k are in state  see Ref. 	6

and, similarly, the restricted partition function with at least k




SNk, = e−kZN−k. 12
	SNk , /ZN is the probability of having exactly k bosons in
state .
 Summing Eq. 12 over all states , and dividing by









whose negative discrete derivative,
k − k+1 = 

SNk,/NZN , 13
thus yields the sum over all  of the probabilities of con-
densing k bosons into state . We note that the left-hand side
of Eq. 13 contains only quantities related to the path-
integral picture, whereas the right-hand side involves only
energy levels. Furthermore, we note that the probability of
condensing k particles into excited levels is zero for large k,
so that Eq. 13 effectively relates the ground-state conden-
sation probabilities to the derivative of the cycle probabili-
ties.
To illustrate the relation between cycles and condensation
probabilities, we consider the example of Fig. 2 of N par-
ticles in a periodic box, with the cycle probabilities explicitly
computed from the Landsberg recursion relation. For k
N /2, the derivative of the cycle probabilities equals the
sum of the probabilities of condensing k bosons into state .
More generally, for k L
2
2 , the condensation probabilities
into the excited states vanish and k−k+1SNk ,0 / NZN
directly yields the probability distribution of having k par-
ticles in the ground state, a distribution with mean value k
= N0 and standard deviation L2. On the other hand, for
small k, as already discussed, the discrete derivative behaves
as k−5/2. It describes the probabilities of condensing k bosons
into excited states. Finally, for L
2
2 k and k N0
−L2 / 23/2, the probability of having k particles in the
condensate vanishes, so that the k are constant.
V. DIRECT CALCULATION OF CYCLE PROBABILITIES
We have seen in Sec. IV that the cycle probabilities k
follow from the known fluctuations of the condensate in the
canonic ensemble. It is very instructive to compute them
directly via the infinite-density limit for the partition function
of an arbitrary system. For k L
2
2 , we have zk1, so that
kZN−k /ZN. For illustration, the Fig. 3 shows the Zk in a
fixed physical system for the homogeneous Bose gas, in a
fixed box of size L3, as it can be computed numerically from
the Landsberg recursion relation. The limiting value Z
 at
infinite density and the value k=Nsat of largest variation of
Zk can be computed exactly.
Indeed, as the ground-state energy is zero, ZN differs from
ZN−1 only by configurations without any particle in the
























k  . 14
This exact formula for a finite canonical Bose system can be
obtained without the usual saddle-point integration. It agrees
with the grand-canonical partition function for the excited
states at zero chemical potential because at high density the
condensate serves as a reservoir for the excited bosons.
To determine the value of N for which the partition func-
tion Zk passes from Zk0 to ZkZ


















FIG. 2. Cycle probabilities k and their negative discrete deriva-
tive not to scale for N=125 ideal bosons in a periodic box of size





FIG. 3. Canonic partition function ZN as a function of N in a
finite system.
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take a discrete derivative and consider the probability distri-
bution of the number of excited particles,

Nexc = k = Zk − Zk−1/Z
,
whose mean value, the saturation number, is





Nexc = k = 
0
exp− 





zk − 1 . 15
The variance of the number of excited particles is again
given exactly by the corresponding grand-canonical expres-
sions
Nexc












k − 1zk − 1 . 16
For completeness, we give the expressions corresponding





Nsat /L33/2 / 23/2=c, with c the critical density.
In addition, the variance of Nexc behaves as L4 / 23 	10
,
so that the jump of Zk /ZN from 0 to 1, for TTc, takes place
in a window of width L2, as already noted in Sec. IV.
Putting together the analysis of Zk for a fixed size of the
system and a varying particle number, and our knowledge of
zk, we have a complete description of the cycle probabilities
k. Once we know exactly the behavior of the k in the
thermodynamic limit, we observe that the sum of the k for
k L
2
2 gives exactly the critical density c, and the sum of
the k for k
L2
2 gives the condensate fraction. This conclu-
sion is the same as in Sec. III, but it stems from a micro-
scopic analysis of the cycle probabilities.
VI. MAXIMUM CYCLE LENGTHS
At finite temperature, the cycle probabilities k are easily
computed from the Landsberg recursion relation, and at T
=0, they are given by k=1/N. In Monte Carlo calculations
the entire permutation of N elements can be sampled, starting
from the cycle containing the element N, which has length k
with probability k. This leaves one with a system of N−k
particles, for which the probabilities of the cycle containing
element N−k can again be computed, etc. see Ref. 	7
.
	At zero temperature, the distribution remains k=1/ N−k,
at finite temperature, it is given by Eq. 6.

In this section, we use the cycle probabilities k to obtain
analytical results for pk
max
, the probability that the longest
cycle in a permutation has length k. This probability distri-
bution is closely related to the distribution k both at finite
temperature and at T=0, where the ideal Bose gas is equiva-
lent to the problem of random permutations, which has been
much studied in the mathematics literature. We recover some
classic results which we generalize to finite temperatures.
We first note that the cycle probabilities are related to the
mean number of cycles of length k, ˜k=Nk /k. For k
N /2, ˜k coincides with the probability pk that the permu-
tation P has at least one cycle of length k. This is simply
because a permutation of N elements can have no more than





m	  prob. to have





  prob. to have
m cycles of length k 18
and only terms with m=1 contribute to the above expres-
sions if kN /2.
Furthermore, any cycle of length kN /2 must be the
longest cycle, so that we arrive for all temperatures at
pk
max
= pk = ˜k = Nk/k for k N/2, ∀ T . 19
We next consider the probability distributions pk and pk
max for
kN /2 at T=0, for N→
. We take the continuum limit
pk→px by setting pk= 1N px=k /N 	and similarly for
pmaxx and ˜x
.
It follows from the recursive procedure, and from the fact
that the k are of order 1 /N, that the probability to have
more than one cycle of the same length is O1/N2. In the
limit N→
, we see that px= ˜x=1/x.
For x1/2, the probability pmaxx is the product of the
probability to sample x, and the probability that x remains
the longest cycle in the remaining partition of length 1−x, in
other words,
pmaxx = px1 − prob. that longest cycle in	0,1 − x
 is x 
At T=0, and in the limit N→
, the probability that in a
permutation of length N1−x the longest cycle’s length ex-
ceeds Nx equals the probability that in a permutation of N
elements the longest cycle exceeds x / 1−x, and we arrive at




For all x 
0,1	, xx / 1−x, so Eq. 20 can be used to
compute pmaxx from x=1 downwards to arbitrary precision










pmax x1 − x .
Explicit formulas for pmaxx are easily obtained, starting by
inputting, from Eq. 19, pmaxx for 12x1 to obtain pmax















1 − ln1 − x
x
 for 13  x 12 ,
but they become cumbersome see also Ref. 	11
.
At finite temperature, the cycle of the element N is
sampled from a distribution k as shown in Fig. 2 rather than
from the flat distribution. However, the longest cycle is again
of length N, and it is sampled from an essentially constant
distribution in the interval x 	0, N0 /N
. In the thermody-
namic limit, for TTc, the distribution pmaxx of the prop-
erly rescaled variable x=kmax/ N0 trivially agrees with the
one obtained at T=0. In particular, the mean length of the
longest cycle is given by 0.624N0 at all temperatures T
Tc 	5
. At sufficiently low temperature, the rounding at x
1 is exactly described by Eq. 19 see Fig. 4.
VII. INTERACTING BOSE GAS
For the interacting Bose gas, the relation between off-
diagonal long-range order and the infinite cycles has been
studied for generalized mean-field models 	2,12
, where it
was shown that Bose-Einstein condensation and finite den-
sity of particles belonging to infinite cycles are equivalent.
But it has not been possible to establish analogous rigorous
results for models with realistic interactions. In the general
case, the definition of the superfluid density in terms of the
winding numbers 	13
 proves that for the homogeneous Bose
gas in three dimensions, the presence of infinite cycles is
equivalent to a nonzero superfluid density. It is generally
admitted that in homogeneous systems, Bose-Einstein con-
densation implies superfluidity, so that the presence of a con-
densate would imply the existence of infinite cycles in those
systems.
On the other hand, the question whether superfluidity im-
plies Bose-Einstein condensation for homogeneous bosonic
quantum systems above two dimensions has no rigorous
answer. We note that two-dimensional superfluids are not
Bose condensed. In three dimensions, empirical evidence
points to the direct link between superfluidity in homoge-
neous superfluid systems and Bose-Einstein condensation,
but a proof that superfluidity implies Bose-Einstein conden-
sation is still lacking. This is related to the curious difficulty,
pointed out for example in Ref. 	14
, to rigorously prove the
existence of Bose-Einstein condensation for interacting sys-
tems.
In any case, the direct link between the cycle probabilities
and the condensate fraction, as described in Sec. IV, cannot
hold for interacting systems. This is easily seen at T=0 be-
cause the ground state of any system of identical but distin-
guishable particles has bosonic symmetry. Therefore the
distinguishable-particle density matrix
	x1, . . . ,xN,xP1, . . . ,xPN, = 


is independent of the permutation P. It follows that at T=0,
and for finite N, all permutations have the same weight and
the cycle probabilities again satisfy k=
1
N . At the same time,
the condensate fraction of interacting systems at T=0 is less
than 1 	15
, and the distribution of the k cannot be related to
the distribution of N0 in the same manner as in the ideal Bose
gas.
VIII. CONCLUSION
In conclusion, we have discussed the relation between the
off-diagonal long-range order, the condensate fraction, and
the cycle probabilities in the ideal Bose gas. Only long
cycles kconst L2 in the homogeneous case contribute to
the off-diagonal long-range order parameter, and Bose Ein-
stein condensation is equivalent to the presence of infinite
cycles. We have also discussed the probability distribution
for long cycles, and the general, nonintuitive, link between
the integer derivative of the cycle probabilities and the num-
ber of condensed bosons. This integer derivative provides us
with a purely topological characterization of the condensate
fraction in the ideal Bose gas. Our knowledge of the cycle
probabilities allows us to study the distribution of the longest
cycle. We have remarked that the 0TTc case can be
understand from the T=0 case. The mean length of the long-
est cycle is proportional to the number of condensed bosons.
For the interacting Bose gas, at the present time, only the
winding-number formula 	13
 has been rigorously shown to
relate the topology of Feynman paths to another characteris-
tic of interacting Bose-condensed systems, namely the super-
fluid density. The link between Bose-Einstein condensation
and superfluidity is not clearly elucidated 	14
 and it will
need to be explored further in order to better understand the
cycles of the interacting Bose gas.
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APPENDIX: DERIVATION OF EQ. (10)
In this Appendix, we prove Eq. 10. We consider the
sums separately in the regions a–d indicated in Fig. 1 and





















FIG. 4. Probability pmaxx from a numerical integration of Eq.
20 at T=0, compared to the distribution pk
max obtained from a
Monte Carlo sampling at T=Tc /2, and the exact expression of Eq.
19 for large x, at T=Tc /2.
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In region a, kRk
cutk exp	−32L /
, and the nor-
malization of the k shows that the partial sum vanishes in
the limit L→
. In b, kRkcutL2−RL2cutconst/L32−/2
and the partial sum is smaller than const L3/2−1. In c, as
1−Rk










. The normalization con-
dition of the k and the relation L2+L2 imply that this
partial sum vanishes for L→
. With a suitable choice of 
for example = 12 , these sums all vanish for L→
. In fact,
any function L1/ ln L that satisfies L2/3 for L
L0 can be used.
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Deuxie`me publication : Semiclassical theory of the
quasi two-dimensional trapped Bose gas M.Holzmann,
M. Chevallier andW. Krauth, Europhys. Lett 82, 30001.
Cet article pre´sente un mode`le pour de´crire le gaz de Bose dans un pie`ge quasi-
bidimensionnel. Le pie`ge quasi-bidimensionnel est un pie`ge harmonique tridimensionnel
fortement anisotrope, pour lequel le confinement selon la direction verticale est tre`s fort.
A` la limite thermodynamique, le pie`ge est infiniment grand dans les directions x et y,
alors que son extension verticale reste finie. Notre e´tude se situe pour des tempe´ratures T
de l’ordre de h¯ωz/kB. Ceci correspond a` une situation ou` les niveaux excite´s selon l’axe
vertical sont faiblement occupe´s, mais ou` cette occupation n’est pas ne´gligeable.
Nous montrons dans un premier temps dans quelle mesure la prise en compte des
niveaux excite´s selon z modifie la tempe´rature de transition de Bose-Einstein du gaz sans
interaction, par rapport au gaz ide´al pie´ge´ strictement bidimensionnel. Nous calculons la
tempe´rature de transition de Bose-Einstein pour le gaz ide´al en fonction du confinement
des atomes selon l’axe vertical. Cette e´tude simple, qui ne tient pas compte des inter-
actions, mais seulement de la ge´ome´trie du syste`me explique de´ja` en partie pourquoi la
tempe´rature de transition vers la phase cohe´rente mesure´e dans les expe´riences d’atomes
froids est plus petite que pour le gaz ide´al bidimensionnel.
Dans la suite, nous exposons une the´orie de champ moyen, qui permet graˆce a` des
hypothe`ses simplificatrices empiriques de calculer presque analytiquement les profils de
densite´ pour le gaz de Bose en interaction dans ce pie`ge, au-dessus de la tempe´rature de
transition de Kosterlitz-Thouless. Les interactions re´pulsives de´truisent la condensation
de Bose-Einstein. En revanche, des proprie´te´s de cohe´rence subsistent et une transition de
Kosterlitz-Thouless a lieu pour T < TBKT. Les the´ories de champ moyen ne permettent
pas de pre´dire directement la tempe´rature de transition. Cependant, connaissant le profil
de densite´, nous de´finissons la tempe´rature de transition superfluide comme la tempe´ra-
ture pour laquelle la densite´ au centre du pie`ge atteint la densite´ critique de la transition
superfluide. Cette me´thode s’appuie sur l’approximation de la densite´ locale, et sur les
calculs nume´riques de la densite´ critique de transition superfluide pour un gaz homoge`ne
bidimensionnel.
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Abstract – We discuss the quasi–two-dimensional trapped Bose gas where the thermal occupation
of excited states in the tightly conﬁned direction is small but remains ﬁnite in the thermodynamic
limit. We show that the semiclassical theory describes very accurately the density proﬁle
obtained by quantum Monte Carlo calculations in the normal phase above the Kosterlitz-Thouless
temperature TKT, but diﬀers strongly from the predictions of strictly two-dimensional mean-ﬁeld
theory, even at relatively high temperature. We discuss the relevance of our ﬁndings for analyzing
ultra-cold–atom experiments in quasi–two-dimensional traps.
Copyright c© EPLA, 2008
For many years, the physics of two-dimensional
quantum gases has been under close experimental and
theoretical scrutiny. The quest for quantum phase tran-
sitions in two-dimensional atomic Bose gases has started
with experiments on spin-polarized atomic hydrogen
adsorbed on liquid 4He surface reaching the quantum
degenerate regime (see, e.g., [1,2]) and observing quasi-
condensation [3]. The Kosterlitz-Thouless transition [4]
was observed recently in trapped atomic gases of ultra-
cold 87Rb atoms in an optical lattice potential with a
tightly conﬁned z-direction [5].
In contrast to experiments with liquid 4He ﬁlms [6],
where the Kosterlitz-Thouless transition is realized
directly, the typical extension in the z-direction in the
experiments on two-dimensional gases is much larger than
the three-dimensional scattering length. For this reason,
the eﬀective two-dimensional interaction strength remains
sensitive to the density distribution in z [7]. Nevertheless,
the gas is kinematically two-dimensional because of the
strong out-of-plane conﬁnement.
In this letter, we consider the quasi–two-dimensional
regime of the trapped Bose gas, where the temperature T
is of the order of the level spacing in z. This corresponds to
the experimental situation with small, but not completely
(a)E-mail: werner.krauth@lps.ens.fr
negligible, thermal occupation of a few excited states
of the tightly conﬁning potential [5,8]. The quasi–two-
dimensional regime crosses over to the three-dimensional
and the strictly two-dimensional Bose gases as the poten-
tial in the z-direction is varied.
Semiclassical theory cannot describe the Kosterlitz-
Thouless transition, but it is expected to describe
accurately the spatial distribution of a trapped dilute gas
in the normal high-temperature phase. At the transition,
only the particles in the very center of the trap are critical,
and it was argued that the mean-ﬁeld proﬁle should still
hold down to this temperature [9]. However, it was noticed
in experiments [8,10] and in direct quantum Monte Carlo
calculations [11] that the density proﬁle of the gas devi-
ates strongly from strictly two-dimensional mean-ﬁeld
theory, even at relatively high temperature. Originally,
these deviations were thus attributed to eﬀects beyond
mean ﬁeld [8]. We point out in the present paper that
they are rather accounted for by a quasi–two-dimensional
mean-ﬁeld theory which incorporates the thermally
activated states in the tightly conﬁned direction.
We ﬁrst discuss Bose-Einstein condensation of the
ideal gas in strongly anisotropic harmonic traps, and
we deﬁne the quasi–two-dimensional regime where the
ideal-gas critical temperature is always lower than that
of the strictly two-dimensional ideal gas. By including
30001-p1
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interactions on the level of mean ﬁeld, we obtain the
density proﬁles in the semiclassical approximation and
solve the self-consistent mean-ﬁeld equations directly.
Remarkable agreement of the semiclassical density proﬁles
with the results of quantum Monte Carlo calculations
is obtained in the high-temperature normal phase down
to the Kosterlitz-Thouless temperature. The proﬁles
should be very convenient for calibrating the temperature
in experiments of quasi–two-dimensional Bose gases.
Comparison of experimental density proﬁles with quan-
tum Monte Carlo data has already removed the original
discrepancy of the Kosterlitz-Thouless temperature
between calculation and experiment [10].
We consider an anisotropic trap with oscillator frequen-
cies ω≡ ωx = ωy ωz. At temperature T ∼ ωz, the
motion is semiclassical in the coordinates x, y and in
the momenta kx, ky, whereas the quantization in
the z-direction is best described through the energy
levels νωz (ν = 0, 1, . . .) of the corresponding harmonic
oscillator. Semiclassically, the number dN of particles per










2m + v(r)+ νωz −µ)
]− 1 , (1)
where β = 1/T , k2 = k2x+ k
2
y, and where v(r) is an
arbitrary two-dimensional potential energy (with
r2 = x2+ y2).
Equation (1) can be integrated over all momenta and




















ln{1− exp [β(µ− v(r)− νωz)]}, (2)
where λ=
√
2π2β/m is the thermal wavelength. The
potential v(r) can itself contain the interaction with
the density n(r), so that eq. (2) is in general a self-
consistency equation. The integral of n(r) over space yields
the equation of state, that is, the total number of particles
as a function of temperature and chemical potential.
Let us ﬁrst consider the ideal gas, where the potential
energy v(r) =mω2r2/2 is due only to the trapping poten-
tial, so that the rhs of eq. (2) is independent of the density
n(r). We get























The saturation number Nsat(T ) is the maximum








The above relation between the saturation number and the
temperature deﬁnes the dependence of the Bose-Einstein
condensation temperature on the particle number N . As
mentioned before, the strictly two-dimensional limit is
characterized by the limit βωz→∞ (the level spacing in
z is much larger than the temperature). In this limit, only













In the quasi–two-dimensional case, with ﬁnite βωz, the
occupation of the oscillator levels ν = 1, 2, . . . increases
the saturation number and therefore lowers the critical
temperature. It is convenient to express in units of T 2dBEC
both the temperature t= T/T 2dBEC and the oscillator
strength ω˜z = ωz/T
2d
BEC, and to write µ˜= βµ. Using
eq. (5), we may rewrite the equation of state, eq. (3),
as a relation between the temperature t, the chemical
potential µ˜, and the oscillator strength ω˜z,
t= f(t, µ˜, ω˜z), (6)
with









Equation (6) is solved numerically by iterating tn+1 =
f(tn) from an arbitrary starting temperature t0 to the





(as a function of ω˜z) of the quasi–two-dimensional ideal
Bose gas is the solution for µ˜= 0 (see ﬁg. 1). The reduction
with respect to the strictly two-dimensional case is notable
for systems of experimental interest. For example, we
ﬁnd tBEC = 0.78 for the experimental value ω˜z = 0.55 [5,8]
considered in the quantum Monte Carlo calculations [11].













ω˜z, for ω˜z 1,
1− 1
2ζ(2)3/2
exp (−ω˜z) , for ω˜z 1,
(8)
where we have used ζ(s)≡ Fs(0) (note that ζ(2) = π2/6
and ζ(3)	 1.202). The expansions are indicated in ﬁg. 1.
They give the critical temperature to better than 1.2% for
all values of ω˜z (the low-ω˜z expansion is used for ω˜ < 1.8
and the high-ω˜z expansion for ω˜ > 1.8). The ﬁrst term
in the small-ω˜z expansion of eq. (8) corresponds to the
three-dimensional gas. Indeed, tBEC ∼ [ζ(2)/ζ(3)]1/3ω˜1/3z
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Fig. 1: Bose-Einstein condensation temperature tBEC of the
ideal quasi–two-dimensional gas in a harmonic trap with
ωz/ω∝N1/2 (expansions from eq. (8)). The inset shows tBEC
for scaling ωz/ω=N
δ as a function of δ for diﬀerent N . At
δ= 0, the critical temperature T 3dBEC = [N/ζ(3)]
1/3 of the ideal
















the well-known condensation temperature for the three-
dimensional Bose-Einstein gas in an anisotropic trap [13].
Equation (9) also follows directly from eq. (4) by replac-
ing the sum over the oscillator levels by an integral.
Likewise, the ﬁrst term in the large-ω˜z expansion of
eq. (8) represents the strictly two-dimensional gas.
The inset of ﬁg. 1 further analyzes the expansions of
eq. (8). Indeed, we can choose a scaling ωz/ω∼Nδ diﬀer-
ent from the quasi–two-dimensional case δ= 1/2. Any
choice of δ < 1/2 corresponds to ω˜z→ 0 for N →∞ so that
asymptotically the three-dimensional regime is reached.
Analogously, δ > 1/2 corresponds to ω˜z→∞ for N →∞,
driving the transition into the strictly two-dimensional
regime. The rescaled transition temperatures are plotted
for ωz/ω=N
δ where the case δ = 0 corresponds to the
three-dimensional isotropic trap1.
In order to describe interaction eﬀects in the quasi–two-
dimensional Bose gas, we now add a semiclassical contact
term to the potential energy of eq. (2):
v(r) =mω2r2/2+2g[n(r)−n(0)]. (10)
We have subtracted the central density, so that the poten-
tial still vanishes at the origin. As discussed earlier [11], the
eﬀective interaction g= 4πa2/m
∫
dz [ρ(z)]2 is propor-
tional to the three-dimensional s-wave scattering length
1The inset of fig. 1 is evaluated from the asymptotic expansion
eq. (8). Very similar results for Tc follow from the exact saturation
numbers at finite N .
a and to the integral of the squared density distribution
in z, described by the normalized diagonal density matrix
ρ(z). In the temperature range of interest, this density
distribution is well described by the single-particle







The eﬀective interaction thus decreases with temperature
from its zero-temperature value g˜= a
√
8πωz3/m. To
keep the interaction strength ﬁxed, we must keep g (or
equivalently g˜) constant in the quasi–two-dimensional
thermodynamic limit which requires a ﬁxed value of the
scaled scattering length a
√
ωz ∝ aω1/2N1/4.
The mean-ﬁeld density n(r), on the lhs of eq. (2),
depends on the variable r only via the potential v(r). In
the space integral over the particle density, we can thus
change the integration variable from r to v. This allows us





































ln {1− exp (µ˜− νω˜z/t)}, (13)
is directly expressed in terms of µ˜, independently of
the interaction, due to the subtraction performed in our
eﬀective potential, eq. (10). (Note that the ﬁrst integral
on the second line of eq. (12) has already appeared in
eq. (3) and that the second integral is a total derivative.)
The equation of state can be written in terms of the
temperature t. This yields the following generalization of



















An iteration procedure tn+1 = f(tn) again obtains the
temperature t= T/T 2dBEC as a function of the chemical
potential µ˜ for given parameters ω˜z and g. (The central
density is computed using eq. (13) during each iteration.)
The mean-ﬁeld density proﬁle is obtained in two steps
by ﬁrst calculating the density proﬁle as a function of the




ln {1− exp (µ˜− v˜− νω˜z/t)},
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Fig. 2: Two-dimensional density proﬁle n(r=
√
x2+ y2)λ2 at
temperature T = T 2dBEC in a trap with ωz = 0.55T
2d
BEC, in the
ideal Bose gas and for mg˜/2 = 0.13 according to mean-ﬁeld
theory, compared to quantum Monte Carlo simulations at
N = 10000, and for ideal distinguishable particles (ﬁrst term in
eq. (16)). The inset shows the cycle weights πk for the strictly
two-dimensional and the quasi–two-dimensional ideal Bose gas,
and for the quantum Monte Carlo simulations (from above).
and then by inverting eq. (10) to obtain r(n) (thus n(r))











In ﬁg. 2, we show the remarkable agreement of the
quasi–two-dimensional mean-ﬁeld proﬁle with the one
obtained by quantum Monte Carlo simulations as in
ref. [11], for N = 10000 bosons for parameters ω˜z = 0.55,
t= T/T 2dBEC = 1, and mg˜/
2 = 0.13. The simulations take
into account the full three-dimensional geometry, and
particles interact via the three-dimensional s-wave scat-
tering length a (see ref. [14] for a more detailed description
of ﬁnite-temperature simulations of trapped Bose gases).
Comparison with the ideal quasi–two-dimensional gas is
also very favorable.
The mean-ﬁeld density is extremely well represented by















whose variances correspond to the density distribution
of the harmonic oscillator at temperature kβ. The pre-
factors in eq. (16) contain the cycle weights πk. These
weights give the probability of a particle to be in a cycle
of length k in the path-integral representation of the
Bose gas, where the density matrix must be symmetrized
through a sum of permutations [15,16]. For the ideal Bose
gas, the πk are easily computed for any choice of the
three-dimensional oscillator frequencies. Mean-ﬁeld theory
modiﬁes these weights, without essentially changing the
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Fig. 3: Two-dimensional density proﬁle n(r=
√
x2+ y2)λ2
at temperature T = 0.8T 2dBEC in a trap with ωz = 0.55T
2d
BEC,
in the ideal Bose gas and for mg˜/2 = 0.13 according to
strictly two-dimensional and quasi–two-dimensional mean-ﬁeld
theory (using g and g˜), compared to quantum Monte Carlo
simulations with N = 10000. The inset shows the Kosterlitz-
Thouless temperature within modiﬁed mean-ﬁeld theory as a




limit, at inﬁnite temperature, only cycles of length k= 1
contribute (π1 = 1), whereas the Bose-Einstein condensate
is characterized through contributions of cycles of length
k∝N . The cycle weights πk are shown in the inset of
ﬁg. 2 for small k. Only very short cycles contribute, and
the density proﬁle can thus be described by a very small
number of Gaussians. The exact cycle-weight distribution
of the quantum Monte Carlo calculation does not rigor-
ously correspond to a proﬁle as in eq. (16), although the
corrections are negligible in our case.
Figure 3 considers the temperature t= 0.8 in the
interval between the Kosterlitz-Thouless tempera-
ture of the quasi–two-dimensional interacting gas (at
t= tKT 	 0.70 for these parameters [11]) and the strictly
two-dimensional Bose-Einstein condensation temperature.
Again, the agreement of the quasi–two-dimensional mean
ﬁeld with the exact density proﬁle obtained by quantum
Monte Carlo calculation is remarkable. At this tempera-
ture, the deviations with the ideal quasi–two-dimensional
proﬁle and with the strictly two-dimensional mean ﬁeld
are important. To illustrate the temperature dependence
of the eﬀective interaction, we also show the mean-ﬁeld
proﬁle computed with the zero-temperature interaction
parameter g˜ instead of the true eﬀective two-dimensional
interaction g (see eq. (11)). We note in this context that
the diﬀerence in eq. (11) between g and g˜ was determined
under the condition that the interaction leaves the density
distribution in z unchanged. Whenever this condition is
violated, the density distribution in z must be computed
by other means, as for example by quantum Monte Carlo
methods (see [11]). The importance of changes of the
30001-p4
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density proﬁle in z in the low-temperature regime of a
quasi-condensed Bose gas has already been pointed out
in the context of spin-polarized hydrogen absorbed on
helium surfaces [17].
Let us ﬁnally discuss the Kosterlitz-Thouless transition
into the low-temperature phase, which is not contained
in mean-ﬁeld theory. The semiclassical quasi–two-
dimensional gas does not Bose-condense because the
particle number in eq. (12) diverges at µ˜= 0 (it saturates
at a ﬁnite value in the ideal Bose gas). This divergence is
due to the logarithmic divergence of the central density
(see eq. (13)). However, interaction eﬀects beyond mean-
ﬁeld drive a Kosterlitz-Thouless phase transition [4] from
the high-temperature normal phase to a superﬂuid one
below TKT.
As discussed previously [9,11], the Kosterlitz-Thouless
transition occurs when the central density n(0)λ2 reaches
the critical value of the two-dimensional homogeneous gas,
which has been determined numerically [18] for g→ 0:




We can introduce (by hand) the concept of a critical
density into mean-ﬁeld theory by selecting among the
solutions t(µ˜) of eq. (14) the one satisfying eq. (17). For the
interaction parameters used in ref. [11], mg˜/2 = 0.13, we





0.69. This value is in excellent agreement with the Monte
Carlo data. The inset of ﬁg. 3 shows the variation of this
mean-ﬁeld critical temperature as a function of ω˜z (for
mg˜/2 = 0.13).
The calculation of the mean-ﬁeld critical temperature
simpliﬁes further in the strictly two-dimensional Bose
gas, because the chemical potential in eq. (13) is then
an explicit function of the critical density, and can be
entered into eq. (12). With µ˜c = ln
{
1− exp (−ncλ2)}	
−mg/(3802), and by again transforming the equation
for N vs. central density into a relation between critical















where we have neglected small corrections of order
µ˜c log |µ˜c|. The strictly two-dimensional limit t2dKT = 0.745
for mg/2 = 0.13 agrees with the data shown in the inset
of ﬁg. 3 in the large ω˜z limit.
In conclusion, we have considered in this letter the
semiclassical description of the quasi–two-dimensional
trapped Bose gas. We have compared this description
with quantum Monte Carlo data and have shown that the
density proﬁles are accurately reproduced in the normal
phase down to the Kosterlitz-Thouless temperature. The
thermal occupation of excited states in the out-of-plane
direction quantitatively explains the large deviations
of the density proﬁles from strictly two-dimensional
mean-ﬁeld theory, which was recently noticed in the
experiment [8]. Originally, it was speculated that the
emerging almost-Gaussian density proﬁles could be
attributed to eﬀects beyond mean ﬁeld [8,10]. However,
even though the thermal occupation of the excited states
in the tightly conﬁned direction is clearly noticeable
for the experimental parameters, the transition itself
is still of the Kosterlitz-Thouless type as revealed by
the experimental coherence patterns [5] and conﬁrmed
by numerical calculations of the algebraic decay of the
condensate density with system size [11].
∗ ∗ ∗
We are indebted to J. Dalibard for many inspiring
discussions.
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Re´sume´
Cette the`se porte sur le gaz de Bose a` basse tempe´rature. La premie`re partie pre´sente le
lien mathe´matique entre la condensation de Bose-Einstein et le groupe des permutations.
L’expression de la fonction de partition bosonique en inte´grale de chemin fait apparaˆıtre la
factorisation en produit de cycles des permutations. Pour un gaz de Bose ide´al, l’existence
d’un condensat de Bose-Einstein est e´quivalente a` l’apparition de cycles de longueur
infinie. La discussion s’e´tend ensuite aux gaz en interaction, et a` l’e´tude de la superfluidite´.
La deuxie`me partie se concentre sur les gaz atomiques ultra-froids quasi-bidimensionnels,
qui sont l’objet d’expe´riences re´centes. L’approche du gaz de Bose en inte´grale de chemin
a permis de clarifier le roˆle de l’excitation thermique re´siduelle du mouvement vertical. Un
mode`le de champ moyen tenant compte de la troisie`me dimension est en accord avec les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux, au-dessus de la tempe´rature critique. Les de´via-
tions par rapport a` la the´orie de champ moyen sont e´tudie´es au voisinage de la transition
superfluide, ou` le gaz entre dans un re´gime de´ge´ne´re´ avec de forts effets de corre´lations
de paires.
Abstract
This thesis deals with the Bose gas at low temperature. The first part presents the
mathematical relationship between Bose-Einstein condensation and the group of permu-
tations in the path-integral representation of the bosonic partition function. For an ideal
Bose gas, Bose-Einstein condensation is found to be equivalent to a non-zero probability
of finding infinite permutation cycles. The discussion is extended to the interacting Bose
gas, and to the study of superfluidity.
The second part concentrates on the quasi-two-dimensional ultra-cold atomic Bose
gas which has been the object of recent experiments. Its description in terms of per-
mutation cycles has allowed us to clarify the role of residual thermal excitations in the
tightly confined perpendicular direction. A mean-field model which accounts for the oc-
cupation of the excited states in the third dimension agrees with the density profiles
obtained experimentally and numerically, above the critical temperature. The deviations
from mean-field theory are studied in the vicinity of the Kosterlitz-Thouless transition,
where the gas enters a degenerate regime with strong pair-correlation effects.
Mots Cle´s
Condensation de Bose-Einstein, inte´grale de chemin, transition de Kosterlitz Thouless,
gaz de Bose pie´ge´ quasi-bidimensionnel, distribution des longueurs de cycles, the´orie de
champ moyen.
Bose-Einstein condensation, path-integral, superfluidity, quasi-two-dimensional trap-
ped Bose gas, cycle probabilities, mean-field theory.
